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Uvod
Matematika je sˇkolski predmet koji je valjda oduvijek ”bauk”, a u posljednje vrijeme
mozˇda i visˇe nego ikada. Zasigurno, poucˇavanje koje se provodilo godinama i uglavnom
svodilo na frontalnu nastavu i upijanje cˇinjenica, ucˇenicima nije bilo odvisˇe zanimljivo, a
i puko ucˇenje formula i definicija nije dovodilo do korisnog usvajanja znanja i vjesˇtina,
posebno kod ucˇenika sa slabijim matematicˇkim sposobnostima. Naravno, konkretni pri-
mjeri i povezivanje sadrzˇaja matematike sa stvarnim zˇivotnim situacijama daju odgovor na
pitanje: ”A sˇto c´e mi to u zˇivotu?” Osim sˇto na taj nacˇin matematicˇki sadrzˇaj povezuju sa
stvarnom situacijom, ona im pomazˇe i bolje se upoznati s matematicˇkom pozadinom, ali i
laksˇe upamtiti matematicˇki koncept, formulu ili definiciju.
Sadrzˇajno podrucˇje vjerojatnosti ucˇenicima je uglavnom ili izrazito zanimljivo i jasno ili
jako tesˇko i neshvatljivo. Kako bi se sprijecˇila ovakva dijametralna razdijeljenost, po-
trebno je nastavnim aktivnostima obogatiti satove matematike kako bi svi ucˇenici mogli
postic´i sˇto bolju razinu razumijevanja vjerojatnosnih sadrzˇaja. Osim toga, cˇesto je mate-
maticˇki koncept koji se nalazi u pozadini u proturjecˇju s intuitivnim poimanjem ucˇenika,
stoga metoda istrazˇivanja mozˇe uvelike pomoc´i u razbijanju predrasuda i krivih koncepata
koje kod ucˇenika postoje. Takoder, vjerojatnosno je podrucˇje posebno jer mu se mozˇe pris-
tupiti s razlicˇitih gledisˇta i medu tim gledisˇtima uspostaviti veze koje omoguc´uju razvoj
vjerojatnosne teorije.
Naravno, nastavnik je onaj koji mozˇe ucˇenicima pruzˇiti uvjete za rad, odnosno uvjete u
kojima c´e pomoc´u do sada usvojenih znanja i vjesˇtina, potpomognut nastavnim materija-
lima i motivirajuc´im pitanjima, moc´i otkriti nove sadrzˇaje i donositi vazˇne zakljucˇke. Osim
toga, vjerojatnost prozˇima gotovo sve sˇto nas okruzˇuje: biolosˇke procese, demografske pro-
mjene, politicˇke izbore, novinarske ankete, predvidanja u sportu itd. Pomoc´u vjerojatnosti
donosimo i svakodnevne odluke te promisˇljamo o svijetu koji nas okruzˇuje. Stoga, lako je
odgovoriti na pitanje ”Sˇto c´e mi to u zˇivotu?” jer onaj koji je upoznao matematiku slozˇit c´e
se s Josephom Butlerom1 i rec´i ”Za nas je vjerojatnost jako dobar vodicˇ za zˇivot.”
1Joseph Butler (1692. – 1752.) - engleski filozof koji se u svojim djelma sluzˇio i matematicˇkim elemen-
tima
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Poglavlje 1
Vjerojatnost u nacionalnom kurikulu
1.1 Smjesˇtenost sadrzˇajnog podrucˇja vjerojatnosti u
srednjoj sˇkoli
Vjerojatnosni modeli nalaze se posvuda oko nas, u nasˇem svakodnevnom zˇivotu, stoga se
i sadrzˇajno podrucˇje vjerojatnosti provlacˇi u cijelom kurikulu te se ucˇenici s konceptima
i idejama vjerojatnosnog sadrzˇaja upoznaju vec´ u samim pocˇecima sˇkolovanja. Takoder,
prema Cjelovitoj kurikularnoj reformi iz 2016. godine ([10], [11]), ucˇenici vec´ u prvome
ciklusu, odnosno u nizˇim razredima osnovne sˇkole, odreduju je li neki dogadaj moguc´ ili
nemoguc´. Primijetimo da je ovaj zadatak zapravo zacˇetak razvoja vjerojatnosnog misˇljenja.
Sadrzˇaj vjerojatnosti nalazi se u jednoj od pet domena, pod nazivom ”Podaci, statistika
i vjerojatnost” jer je vjerojatnost izrazito povezana s analizom podataka, ali i statistikom.
Vjerojatnost se, dakle, poucˇava u svim obrazovnim ciklusima, no najdublji sadrzˇaj ima
u cˇetvrtom i petom ciklusu, odnosno u srednjosˇkolskoj nastavi. Razlog tome jest potre-
ban prethodni ucˇenicˇki razvoj prije usvajanja ovih sadrzˇaja. Naravno, ne poucˇavaju se svi
sadrzˇaji u svim sˇkolama i svim programima, no gotovo sve sˇkole upoznaju se s temom vje-
rojatnosti, samo u razlicˇitom obujmu. U nekim programima ucˇenici c´e se upoznati samo
s eksperimentalnom vjerojatnosˇc´u, pojmom relativne frenkvencije te Laplaceovim vjero-
jatnosnim modelom, a u nekima c´e doznati i sˇto je uvjetna vjerojatnost, ali i geometrijska
vjerojatnost, kako odrediti vjerojatnost suprotnog dogadaja, pokazati da vrijedi formula
uvjetne vjerojatnosti i Bayesova formula. Naravno, ovisno o tome koliki je fond sati mate-
matike odreden za pojedini program.
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1.2 Ishodi ucˇenja u podrucˇju vjerojatnosti
Svaki pojedinac treba na ispravan nacˇin tumacˇiti podatke, ali i procjenjivati rizike i dono-
siti odluke. Razvoj tih kompetencija omoguc´en je poucˇavanjem na podrucˇju vjerojatnosti
i statistike. Razvoj vjerojatnosnog misˇljenja nije samo vazˇan za matematiku, nego i za
druge znanosti, ali i za svakodnevicu, na primjer za procjenu javnog misˇljenja, zdravstve-
nog rizika ili vremenske prognoze. Ucˇenici tako analizom podataka donose zakljucˇke te
iznose predvidanja. Promatrajuc´i slucˇajne dogadaje, procjenjuju i racˇunaju njihovu vjero-
jatnost. Podrucˇje vjerojatnosti usko je povezano i s ostalim podrucˇjima kurikula, posebice
prirodoslovnim i drusˇtveno-humanisticˇkim, a velike se poveznice stvaraju i s elementima
stvarnoga zˇivota.
Ishodi ucˇenja koji se ostvaraju nakon poucˇavanja vjerojatnosnih sadrzˇaja, kao sˇto je vec´
recˇeno, ovise o programu u kojem se kurikul provodi, ali i o razini postignutog ucˇenicˇkog
uspjeha. Temeljni ishodi ucˇenja u srednjosˇkolskoj nastavi vjerojatnosti prema Cjelovitoj
kurikularnoj reformi, odnosno prema [10] i [11] su:
• ucˇenik racˇuna vjerojatnost dogadaja u jednostavnim situacijama prema broju moguc´ih
i povoljnih ishoda
• ucˇenik primjenjuje skupovne dijagrame za prikazivanje slucˇajnog dogadaja te za
odredivanje vjerojatnosti dogadaja
• ucˇenik odreduje broj elemenata konacˇnih skupova i koristi stablo vjerojatnosti za
izracˇunavanje vjerojatnosti dogadaja vezanih uz neki stvarni ili hipotetski eksperi-
ment
• ucˇenik objasˇnjava i izrazˇava slozˇene dogadaje pomoc´u skupovnih operacija te racˇuna
njihovu vjerojatnost
• ucˇenik racˇuna uvjetnu vjerojatnost i prikazuje je pomoc´u vjerojatnosnog stabla
• ucˇenik primjenjuje formule potpune vjerojatnosti i Bayesovu formulu
• ucˇenik opisuje i racˇuna vjerojatnost slozˇenih dogadaja i dogadaja koji se ponavljaju
• ucˇenik razlikuje zavisne i nezavisne dogadaje
Poglavlje 2
Vjerojatnost tijekom povijesti
Vjerojatnost se tijekom povijesti razvijala na vrlo zanimljiv nacˇin. Neke povijesne cˇinjenice
mogu pomoc´i u uocˇavanju razlicˇitih pogleda na vjerojatnost, ali i potaknuti ucˇenicˇku mo-
tiviranost za nastavu. Stoga, korisno je poznavati povijesni aspekt i s ucˇenicima podijeliti
neke zanimljive povijesne cˇinjenice. Povijesni razvoj vjerojatnosti zorno je prikazan u [4],
a kratki pregled slijedi u nastavku.
2.1 Kombinatorna teorija vjerojatnosti
Vjerojatnost se tijekom povijesti pocˇela promatrati zbog igri na srec´u. Naime, dugo su
vremena igre na srec´u promatrane kao rezultat nadnaravnih sila. No, tijekom renesanse
mijenja se pogled. Jedan od prvih pokusˇaja racionalno-matematicˇkog pristupa daje Gi-
rolamo Cardano u knjizˇici Liber de ludo aleae (1662.). Naime, ta je knjizˇica sluzˇila kao
pomoc´ profesionalnim kockarima i pokusˇavala je racionalno opisati moguc´nosti za dobitak.
Utemeljitelji kombinatorne teorije vjerojatnosti bili su Blaise Pascal (1623.−1662.) i Piere
de Fermat (1601. − 1684.) koji su se dopisivali o nekim kockarskim problemima i na taj
nacˇin postavili temelje ovoj disciplini. Autor prve objavljene knjige o teoriji vjerojatnosti
De ratiociniis in ludo aleae je Christiaan Huygens (1629. − 1695.) koji u toj knjizi pisˇe i o
ocˇekivanju, iako ne daje strogu definiciju ocˇekivanja.
Prvim bitnim djelom o vjerojatnosti smatra se Ars Conjectandi iz 1713. godine kojega
je napisao Jacob Bernoulli (1654. − 1705.). Osim sˇto je ovo djelo vrlo opsezˇno jer opisuje
kombinatorne principe bitne za vjerojatnost, ono je posebno i zato sˇto o vjerojatnosti go-
vori kao o broju izmedu 0 i 1. Osim toga, u ovome djelu Jacob Bernoulli postavlja vezu
izmedu vjerojatnosti a priori i a posteriori. Naime, zanima ga mozˇemo li teorijsku vjero-
jatnost procijeniti ukoliko slucˇajni pokus ponovimo dovoljno mnogo puta te tako dolazi do
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zakona velikih brojeva. Odnosno, danas bismo govorili o konvergenciji relativnih frenk-
vencija k teorijskoj vjerojatnosti ukoliko slucˇajan pokus provodimo neogranicˇeni broj puta
i uvijek u istim uvjetima tako da je svako izvodenje neovisno o ostalima.
2.2 Formaliziranje teorije vjerojatnosti
Iako je Abraham de Moivre (1667. − 1754.) najpoznatiji po formuli za potenciranje kom-
pleksnih brojeva, njegovi su glavni doprinosi zapravo na podrucˇju teorije vjerojatnosti.
Naime, de Moivre prvi daje klasicˇnu definiciju vjerojatnosti kao omjera broja povoljnih i
broja moguc´ih slucˇajeva premda su tu cˇinjenicu koristili i Pascal i de Fermat, samo bez
definicije. Daniel Bernoulli (1700. − 1782.), nec´ak Jacoba i sin Johanna Bernoullija, uveo
je tehnike diferencijalnog racˇuna u teoriju vjerojatnosti. Thomas Bayes (1702. − 1762.)
poznat je po uvodenju uvjetne vjerojatnosti, a jedna od poznatijih vjerojatnosnih formula
nosi njegovo ime.
Piere - Simone Laplace (1749. − 1827.) u svojemu djelu The´orie Analytique des Probabi-
lite´s iz 1812. godine obraduje klasicˇne probleme, ali i daje filozofski pogled na slucˇajnost.
Naime, on tvrdi da je slucˇajnost samo naziv za dogadaje kojima josˇ ne znamo objasniti
uzrok. Osim toga, on daje i klasicˇnu definiciju vjerojatnosti: Vjerojatnost dogadaja je
omjer brojeva za taj dogadaj povoljnih i svih moguc´ih slucˇajeva, ukoliko ne postoji razlog
da pretpostavimo da neki slucˇajni dogadaj nastupa cˇesˇc´e od drugih, odnosno ako su svi
slucˇajevi jednako vjerojatni. Danas taj vjerojatnosni model nazivamo Laplaceov vjerojat-
nosni model.
2.3 Aksiomatizacija teorije vjerojatnosti
Sredinom 19. stoljec´a vec´ina teorije vjerojatnosti razvijala se u Rusiji. Pafnutij Lvovicˇ
Cˇebisˇev (1821. − 1894.) generalizirao je zakon velikih brojeva i centralni granicˇni teorem,
a njegov student Andrej Andrejevicˇ Markov (1856.−1922.) utemeljio je teoriju stohasticˇkih
procesa koju danas nazivamo Markovljevim lancima, a to je niz slucˇajnih varijabli u ko-
jima na vjerojatnost rezultata utjecˇe samo neposredni prethodni rezultat.
Premda se o teoriji vjerojatnosti mnogo govorilo, josˇ uvijek je nedostajala egzaktna os-
nova. Naime, klasicˇna definicija vjerojatnosti a priori bila je kruzˇna jer je o vjerojatnosti
govorila kao o omjeru broja povoljnih slucˇajeva i moguc´ih slucˇajeva koji su jednako vje-
rojatni. Dakle, ostaje pitanje kakvi su to jednako vjerojatni slucˇajevi? Medutim, ovaj
problem rijesˇio je 1933. Andej Nikolajevicˇ Kolmogorov (1903. − 1987.) koji je na temelju
teorije mjere i po uzoru na teoriju skupova postavio aksiome vjerojatnosti u svojemu djelu
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Osnovni pojmovi teorije vjerojatnosti. Stoga, smatra ga se i ocem moderne teorije vjero-
jatnosti.
Istaknuti hrvatski vjerojatnosnicˇar bio je Vilim Srec´ko Feller (1906. − 1970.) koji je mate-
matiku diplomirao na Sveucˇilisˇtu u Zagrebu, a od 1939. djelovao je u SAD-u. Jedan je od
osnivacˇa teorije vjerojatnosti kao znanstvene discipline, a mnogi teoremi iz teorije vjero-
jatnosti nose njegovo ime. Prvo izdanje njegove monografije Uvod u teoriju vjerojatnosti
i njezine primjene objavljeno je 1950. godine. Feller je osobito doprinio povezivanju Mar-
kovljevih lanaca i diferencijalnoga racˇuna.
Dakle, mozˇemo uocˇiti da se vjerojatnost izrazito dugo razvijala sve dok nije dobila svoje
aksiomatske postavke, iako je josˇ od davne povijesti prisutna u svakodnevici, ali i u ma-
tematicˇkim krugovima. Osim toga, i danas postoje mnoge prepirke medu vjerojatnosnim
matematicˇarima i brojne teorije nailaze na sukobe. Medutim, mozˇda upravo ta raznovsnost
daje cˇari teoriji vjerojatnosti te je upravo zato i vazˇno i u nastavi vjerojatnosti dopustiti
raznovrsnost pristupa.
Poglavlje 3
Vjerojatnosno misˇljenje
Vjerojatnost je svakako posebno podrucˇje matematike jer je medu ostalim povezano i s
filozofskim razmisˇljanjem. Naime, vjerojatnosti se mozˇe pristupiti s matematicˇkog, ali i
s filozofskog gledisˇta. Iz toga razloga, vazˇno je ucˇenicima omoguc´iti da imaju priliku is-
kusiti vjerojatnosne dogadaje u konkretnim situacijama i na temelju njih donositi smislene
zakljucˇke. Naravno, to je moguc´e provesti pomoc´u eksperimenata koji omoguc´uju njihovu
vec´u ukljucˇenost u nastavu, a ne samo upijanje definicija i teorijskih formula.
3.1 Komponente vjerojatnosnog misˇljenja
U podrucˇju vjerojatnosti, visˇe nego u bilo kojem drugom podrucˇju matematike, odvijalo
se preklapanje filozofskih i znanstvenih ideja do cˇijih je razdvajanja dosˇlo tek relativno
nedavno. Borovcnik u [2] vjerojatnosno misˇljenje razraduje na temelju nekoliko sljedec´ih
sastavnica:
• moguc´nost ravnotezˇe izmedu psiholosˇkih i formalnih vjerojatnosnih elemenata pri
korisˇtenju vlastitog mjerenja vjerojatnosti
• razumijevanje nepostojanja uspjesˇnog direktnog kriterija za slucˇajne dogadaje
• moguc´nost razlikovanja slucˇajnosti i uzrocˇnosti
• razumijevanje razlike izmedu izrazˇavanja misˇljenja prema problemu i donosˇenja od-
luke
Osvrc´uc´i se na ove komponente te njihovim analiziranjem, uocˇava ostale sastavnice vjero-
jatnosnog misˇljenja:
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1. Utjecaj prethodne vjerojatnosne prosudbe - shvac´anje da mnoge vjerojatnosti ovise
o drugim (prethodnim) vjerojatnostima i zbog tog razloga mogu se povezati s odgo-
varajuc´om podskupinom. Stoga, na primjer, vjerojatnost da zˇena koja ima pozitivan
test na mamografiji ima rak dojke ovisi o prethodnoj vjerojatnosti, a to je vjerojatnost
obolijevanja od raka dojke. Ova vjerojatnost opisuje rizik njezine podgrupe.
2. Asimetrija uvjetne vjerojatnosti - razumijevanje da uvjetna vjerojatnost zasniva ne-
simetricˇan odnos izmedu dogadaja kljucˇan je za bavljenje vjerojatnosˇc´u i njezine
ispravne interpretacije. Za vjerojatnosno misˇljenje izrazito je vazˇno moc´i uspostaviti
ispravan odnos medu obrnutom uvjetnom vjerojatnosˇc´u i onom pocˇetnom. Na pri-
mjer, ukoliko je vjerojatnost da ako osoba ima pozitivan test na mamografiji, onda
ona ima rak dojke, izrazito visoka, to ne mora povlacˇiti da je i obrnuta vjerojatnost
takoder visoka (da je visoka i vjerojatnost dogadaja ukoliko ima rak dojke, onda ima
i pozitivan test na mamografiji).
3. Teoretski karakter neovisnosti - primjena neovisnosti cˇesto je neophodan zahtjev vje-
rojatnosnih modela, no tesˇko je provjeriti je li i uvijek prikladan. Na primjer, neo-
visnost se ne mozˇe primijeniti na sudu ukoliko za dva slucˇaja koristimo iste dokaze.
Usprkos apstraktnom znacˇenju, neovisnost je glavni koncept u vjerojatnosti te ana-
liziranje frenkvencija i relativnih frenkvencija ima smisla ukoliko su eksperimenti
izvodeni neovisno.
4. Problem malih vjerojatnosti - izrazito je tesˇko priblizˇno interpretirati vjerojatnosti
malih vrijednosti, ali i one izracˇunate na malom uzorku. Male uvjetne vjerojatnosti
promatranih rezultata mogu u zakljucˇku opovrgnuti pretpostavku, no to ne mora biti
utemeljeno na kontradikciji s pretpostavkom. Iako je tesˇko, izrazito je vazˇno razu-
mjeti da je test znacˇajnosti zapravo slabi matematicˇki dokaz. Takoder, male vje-
rojatnosti mogu biti i posljedica analize nedovoljno velikog opsega podataka. Na
primjer, ukoliko istrazˇivanje o nekoj bolesti provedemo na petstotinjak osoba koje
uopc´e nisu relevantne, tako dobijemo neadekvatne rezultate, a zapravo smo ga samo
trebali provesti na vec´em broju osoba i raznovrsnijem uzorku.
5. Korelacija kao vjerojatnosna ovisnost - vazˇno je razumijevanje da je korelacija koja
je temeljena na vjerojatnosti mnogo slabiji oblik ovisnosti od funkcijske ovisnosti.
Osim toga, vazˇno je i razumijeti da se korelacija mozˇe mijenjati, pa tako i povec´avati i
smanjivati zbog varijabli koje se cˇesto zanemaruju. Stoga, ispravno je razumijevanje
korelacije veliki korak naprijed u vjerojatnosnom razmisˇljanju.
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3.2 Miskoncepcije pri poucˇavanju vjerojatnosti
Mnogi razvojni psiholozi bavili su se proucˇavanjem djecˇjeg poimanja svijeta, logicˇkog
promisˇljanja, ali i stvaranja koncepata i slika o svemu sˇto ih okruzˇuje. Buduc´i da je vjero-
jatnosno promisˇljanje uvelike povezano s matematikom, ali i filozofijom, tako je i podrucˇje
vjerojatnosti, takoder, psiholozima bilo zanimljivo za proucˇavanje. U nastavku slijede neki
od zakljucˇaka do kojih su dosˇli proucˇavajuc´i psihologiju vjerojatnosti prema [2], a koji su
vazˇni za poucˇavanje vjerojatnosti:
• Jean Piaget (1896.-1980.) poznati je psiholog koji se bavio kognitivnim razvojem
djece. U svojoj teoriji kognitivni je razvoj podijelio na cˇetiri faze:
– senzomotorna faza (do 2. godine)
– predoperacijska faza (od 2. do 7. godine)
– faza konkretnih operacija (od 7. do 11. godine)
– faza formalnih operacija (od 12. godine)
Naravno, ova dobna ogranicˇenja, koja su navedena, vrlo su fleksibilna ovisno o ra-
zvoju pojedinca. Osim toga, neki pojedinci nikada i ne dodu do faze formalnih ope-
racija, a ta je faza najvisˇa i tijekom te faze osoba logicˇki promisˇlja i ima moguc´nost
apstrakcije. Proucˇavajuc´i djecˇje razumijevanje vjerojatnosti, Piaget je zakljucˇio da
slucˇajnost opisuje nepovratnu stvarnost, a da je vjerojatnost vrlo apstraktna. Stoga,
prihvatljivo razumijevanje vjerojatnosti i vjerojatnosnih procesa nije moguc´e prije
postizanja posljednje faze, a to je faza formalnih operacija.
• Fischbein je krajem prosˇloga stoljec´a proucˇavao ucˇenicˇka znanja i shvac´anja te uveo
pojmove primarnih i sekundarnih intuicija. Primarne se intuicije odnose na osobna
iskustva koja nisu uvjetovana nekom podukom, a sekundarne su intuicije plod sis-
tematicˇnog, formalnog poducˇavanja. Fiscbeinova su istrazˇivanja pokazala da se
ucˇenicˇko vjerojatnosno razumijevanje ponekada smanji s godinama. Ovaj zakljucˇak
potaknuo ga je da ponovno naglasak stavi na poucˇavanje koje bi se trebalo temeljiti
na proucˇavanju uzrocˇnih odnosa koji se pojavljuju u znanosti.
• Green je osamdesetih godina prosˇloga stoljec´a proucˇavao ucˇenicˇko razumijevanje
vjerojatnosti i vjerojatnosnog jezika. Medu brojnim zakljucˇcima koje je donio jest da
djeca izmedu 11 i 16 godina napreduju u vjerojatnosnom i kombinatornom rasudivanju,
no ne razlikuju dovoljno dobro slucˇajan slijed dogadaja i onaj koji to nije.
• Daniel Kahneman i Amos Nathan Tversky matematicˇki su psiholozi koji su sedam-
desetih godina prosˇloga stoljec´a proucˇavali na koji nacˇin odrasli poimaju vjerojat-
nost. Njihov je rad analizirao ponasˇanje odraslih u vjerojatnosnim situacijama u
POGLAVLJE 3. VJEROJATNOSNO MISˇLJENJE 10
kojima su se koristili predrasudama te su uocˇili kljucˇne intuitivne strategije kojima
se odrasli sluzˇe pri donosˇenju odluka. Takoder, uocˇili su da osobne koncepcije nisu
uvijek stabilne i da ljudi mijenjaju svoje poglede temeljem iskustava, a ponekada
i zanemaruju cˇinjenice ili ih pak interpretiraju tako da ih oblikuju prema svojemu
pogledu.
Neke od fenomena i miskoncepcija koje se pojavljuju kod ljudi prikazani su u nastavku:
1. Dostupnost informacija - vjerojatnost je, takoder, intuitivno priblizˇno odredena i
ugodnosˇc´u prizivanja bitnih dogadaja iz memorije. Stoga, osobe cˇesˇc´e prizivaju
ugodne dogadaje i informacije. No, memorija mozˇe biti zbunjena i informacijama
koje su proizvodi masˇte. Osim toga, ljudi se dogadaja prisjec´aju selektivno, tako su
na primjer, dogadaji dublje zabiljezˇeni ukoliko su sˇtetni, a biljezˇenje dogadaja mozˇe
pocˇeti tek nakon niza dogadaja koji su se zbili. Takoder, prizivanje je dogadaja pris-
trano, posebice ukoliko ih prizivamo iz selektivne memorije (na primjer, emocionalni
dogadaji se cˇesˇc´e prizivaju iz memorije).
2. Pristranost jednakim vjerojatnostima - ljudi nastoje dogadaje prosudivati kao da su
svi jednakovjerojatni. Obrazlozˇenje ove ideje o posˇtenju nalazi se duboko u zˇelji
ljudske prirode (jednakost i jednake moguc´nosti) te se jednake vjerojatnosti rabe pri
izrazˇavanju pravednosti. Drugim rijecˇima, ukoliko je slucˇajnost pravedna, onda se
jednake vjerojatnosti mogu dodijeliti svim slucˇajevima. Jednake vjerojatnosti sluzˇe
donosˇenju pravednih odluka kada je tesˇko pronac´i rjesˇenje koje je odgovarajuc´e svim
stranama. Naime, tada je odluka predana slucˇajnosti tako da osoba koja treba odlucˇiti
mozˇe biti oslobodena odgovornosti donosˇenja odluke.
Ovu naklonost mozˇemo usporediti s bacanjem novcˇic´a prije nogometne utakmice,
tako da se odredi koji c´e tim pocˇeti igru. Ova tehnika odabira tima koji zapocˇinje
utakmicu je pravedna jer su vjerojatnosti za pismo i glavu jednake, a jednake su vje-
rojatnosti utjelovljenje pravednosti i posˇtenja. No, to ne znacˇi da su svi dogadaji
uvijek jednako vjerojatni. Stoga, ne iznenaduje da se ovaj koncept upotrebljuje i u
neprimjerenim situacijama te da se svi moguc´i rezultati smatraju jednako vjerojat-
nima, iako to nisu. Taj se krivi nacˇin gledanja posebice javlja ukoliko su ukljucˇena
samo dva moguc´a rezultata, pa ih se inutitivno, automatski smatra jednako vjerojat-
nima, iako to mozˇda i nisu.
3. Kontrola buduc´nosti - vjerojatnost je povezana i s neizvjesnim situacijama koje se
odnose na prosˇlost, ali i na buduc´nost. Potreba za predvidanjem buduc´nosti cˇini
se da je prototip misˇljenja koji susrec´emo pri modelima uzrocˇnih veza kao sˇto su
istrazˇivanja u fizici. Uzrocˇne su sheme s vremenom prenesene iz podrucˇja znanosti
u vjerojatnosne situacije, stoga je Laplace vjerojatnost vidio kao zamjenu za uzrocˇne
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veze. Takoder, postoji i zˇelja za predvidanjem buduc´ih dogadaja. U skladu s time,
mozˇe se prepoznati usmjerenje prema rezultatima i nastojanje u ljudskom ponasˇanju
da se posluzˇi dobivenim vjerojatnosnim informacijama kao alatom za predvidanje
konkretnih rezultata sljedec´eg eksperimenta. Ponekada su ta predvidanja povezana
i s nadnaravnim, bozˇanskim te predvidanjima buduc´nosti koja se temelje na nekim
prethodnim iskustvima
4. Reprezentativnost - vjerojatnost pojedinog rezultata izjednacˇava se s vjerojatnosˇc´u
skupine slicˇnih rezultata pri cˇemu je posebni rezultat reprezentativan cˇlan skupine.
Jedno obrazlozˇenje je da se znacˇajke grupe, prema tipicˇnim ljudskim nastojanjima,
prenose na pojedince koji pripadaju toj grupi. Tipicˇan primjer je moda - volimo
se odijevati sukladno modi grupe uspjesˇnih ljudi kada zˇelimo pripadati toj grupi.
Znacˇajke grupe imaju vazˇnu ulogu za ljudska bic´a te zapravo zasebnom cˇlanu grupe
mogu uvec´ati vrlinu pomoc´u svojstava grupe. Na primjer, osoba mozˇe biti mnogo
bolja u penjanju u grupi, nego kada se penje samostalno.
Jedan od primjera mozˇemo pronac´i i u izvlacˇenju lota. Naime, ljudi smatraju da
su neke kombinacije vjerojatnije ukoliko pripadaju vec´em podskupu skupa brojeva
iz kojega se izvlacˇi odredena kombinacija, no cˇinjenica je da su sve kombinacije jed-
nakovjerojatne. Promotrimo ovu situaciju na primjeru. Neka se izvlacˇe kuglice na
lotu s brojevima od 1 do 36, bez vrac´anja. Neka je prvi niz izvucˇenih brojeva 1, 8,
21, 35, 11, 36, a drugi niz izvucˇenih brojeva 1, 2, 3, 4, 5, 6. Kada bismo ljude pitali
za koji niz misle da je vjerojatniji za pobjedu na lotu, vec´ina bi ih odlucˇila da je to
prvi niz. Razlog tome nalazi se u misˇljenju da brojevi koji su izvucˇeni u prvom nizu
pripadaju vec´em podskupu skupa iz kojeg izvlacˇimmo brojeve nego sˇto je podskup
kojem pripadaju brojevi izvucˇeni u drugome nizu. Medutim, zanemaruju cˇinjenicu
da pobjedu na lotu donosi jedna specificˇna kombinacija.
5. Utjecaj informacija - vjerojatnosne su prosudbe i pod utjecajem nedavnih istaknutih
dodatnih informacija koje i nisu potrebne za donosˇenje vjerojatnosnih zakljucˇaka.
Dakle, neke suvisˇne informacije mogu prosudbu i krivo usmjeriti, a cˇesto se takvo
informiranje mozˇe koristiti i za manipulacije. Na primjer, ukoliko zrakoplovna kom-
panija zˇeli svojim putnicima stvoriti sliku da su njihovi letovi redoviti, onda se mozˇe
posluzˇiti utjecajem informacija. Stoga, mozˇe najaviti putnicima da c´e let kasniti pola
sata, a potom nakon nekog vremena, obavijestiti putnike da c´e zrakoplov stic´i na
vrijeme. Primajuc´i ove informacije, putnici imaju dojam da nije jednostavno dolaziti
na vrijeme i stoga visˇe cijene kompaniju jer njihovi letovi ne kasne.
Osim toga, u matematici se mozˇe dogoditi i kriva interpretacija matematicˇkih od-
nosa. Tako se zakon velikih brojeva, cˇija je zamisao da ukoliko se pokus ponavlja
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mnogo puta, relativne frekvencije tezˇe vjerojatnosti, mozˇe krivo tumacˇiti i primijeniti
te smatrati da se relativne frekvencije mogu uravnotezˇiti i na nekom manjem uzorku.
Takoder, povezano s vec´ spomenutom reprezentativnosˇc´u, osobe mogu misliti da
ukoliko su u prava cˇetiri bacanja pala pisma, onda je vec´a vjerojatnost da c´e i u pe-
tom bacanju pasti pismo. Naravno, da to nije istina, a na njihovo ovakvo razmisˇljanje
utjecale su prethodno prikazane informacije o prvim cˇetirima bacanjima.
6. Uzorci - ljudi primjec´uju mnoge pravilnosti u svemu sˇto cˇine, a tako i u matema-
tici. No, cˇesto te pravilnosti poopc´uju kada one i ne odgovaraju konkretnoj situaciji.
Stoga, ne iznenaduje da se ljudi cˇesto usmjeravaju na uzorke slucˇajnih nizova i za
njih donose krive zakljucˇke. Uzorci slucˇajnih nizova vrlo su nestabilni za donosˇenje
zakljucˇaka, posebice ukoliko se radi o kratkom nizu informacija. Pretpostavka je
da se u slucˇajnim pokusima ne odvija pravilnost pojavljivanja u nizu. Ukoliko tije-
kom promatranja uzorka ova pretpostavka postane sumnjiva, potrebno ju je provjeriti
statisticˇkim testom, a nikako ne intuitivnom prosudbom.
7. Osobno iskustvo i informacije - ljudi se uvelike oslanjaju na osobno iskustvo i na
cˇinjenice koje su uvidjeli ”na vlastite ocˇi”. Naime, ljudi vole pricˇati o iznimnim
slucˇajevima i pokrijepiti to vlastitim iskustvom. Stoga, ljudi cˇesto svoje iskustvo ne
gledaju kao jedan od podataka medu brojnim drugima, nego mu daju iznimno veliki
znacˇaj. Na primjer, iako istrazˇivanja pokazuju da je neka operacija opasna u jednom
od 10 000 slucˇajeva, netko mozˇe biti izrazito oprezan jer je njegov otac umro tijekom
takve iste operacije. Dakle, ocˇito osobno iskustvo mozˇe potaknuti brojna pitanja u
promisˇljanju pa cˇak i dovesti do sumnji u vrijednost vjerojatnosnih informacija.
Poglavlje 4
Vjerojatnost u nastavi
Poucˇavanje vjerojatnosti u srednjoj sˇkoli ne slijedi u svemu cjelokupnu matematicˇku te-
oriju. Naime, sadrzˇaj vjerojatnosti prilagoden je ucˇenicˇkoj dobi i njihovu predznanju,
stoga matematicˇka strogost nije u potpunosti zadovoljena. Iako se spominju aksiomi vje-
rojatnosti, ne ulazi se u dubinu njihova znacˇenja, a i definicije i teoremi nisu u potpunosti
precizno izrecˇeni. Medutim, potpuna se preciznost i ne zahtijeva jer bi ucˇenicima stvarala
opterec´enje i dodatnu zbunjenost. U narednim odlomcima obradene su neke srednjosˇkolske
vjerojatnosne teme s prikazanom matematicˇkom podlogom prema [9], ali i aktivnostima
primjerenima srednjosˇkolskoj nastavi.
4.1 Vjerojatnosni prostor
Pri definiranju pojma vjerojatnosti u visokosˇkolskoj nastavi matematike, krec´e se od poj-
mova σ-algebre i izmjerivog prostora. Naravno, te definicije nisu u potpunosti prikladne
za srednjosˇkolsku razinu, stoga ih u srednjosˇkolskoj nastavi ne spominjemo. Tijekom
obrazovanja, ucˇenici se upoznaju s pojmovima elementarni dogadaj, prostor elementarnih
dogadaja i dogadaj te ih objasne na nekom prakticˇnom primjeru kao sˇto je bacanje igrac´e
kocke ili bacanje novcˇic´a. Slozˇenost formalnih matematicˇkih definicija jasno se ocˇituje u
nastavku:
Definicija 4.1.1. Neka je Ω neprazan skup. Familija podskupovaF od Ω zove seσ-algebra
(ili σ-algebra dogadaja), ako vrijede sljedec´a tri svojstva:
(i) Ω ∈ F ;
(ii) Ako je A ∈ F , onda je i Ac ∈ F (zatvorenost na komplement);
(iii) Ako su A j ∈ F , j ∈ N, onda je i ⋃∞j=1 A j ∈ F (zatvorenost na prebrojive unije)
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Uredeni par (Ω,F ) zove se izmjeriv prostor.
Napomena 4.1.2. Sukladno oznakama u prethodnoj definiciji, kazˇemo da je Ω prostor
elementarnih dogadaja (to jest, skup svih moguc´ih ishoda slucˇajnog pokusa), elemente
od Ω nazivamo elementarni dogadaji, a elemente od F zovemo dogadaji. Ukoliko je Ω
prebrojiv, najcˇesˇc´e uzimamo da je F = P(Ω).
Definicija 4.1.3. Neka je Ω neprazan skup i F σ-algebra dogadaja. Vjerojatnost na izmje-
rivom prostoru (Ω,F ) je funkcija P : F −→ [0, 1] koja zadovoljava sljedec´a tri aksioma:
(A1) Za sve A ∈ F ,P(A) ≥ 0 (nenegativnost);
(A2) P(Ω) = 1 (normiranost);
(A3) Za svaki niz (A j) j∈N po parovima disjunktnih dogadaja A j ∈ F (Ai ∩ A j = ∅ za i , j)
vrijedi
P
 ∞⋃
j=1
A j
 = ∞∑
j=1
P(A j) (σ − aditivnost).
Uredena trojka zove se vjerojatnosni prostor.
Napomena 4.1.4. U srednjosˇkolskoj nastavi matematike iskljucˇivo se uzima da je F =
P(Ω) te se ne definira algebra dogadaja, nego se uvodi pomoc´u primjera.
Aktivnost 1. Papiric´i s brojevima
Cilj: uvesti vjerojatnosni prostor te povezati dogadaje i skupovni prikaz
Nastavni oblik: rad u grupi
Nastavna metoda: heuristicˇka metoda
Potrebni materijal: nastavni listic´i
Tijek aktivnosti:
Ucˇenici su podijeljeni u cˇetverocˇlane skupine. Svaki ucˇenik dobije po jedan nastavni listic´
koji je razlicˇit od ostalih u grupi. Ucˇenik rijesˇi prvi zadatak sa svojega listic´a te ga potom
daje ucˇeniku koji sjedi lijevo od njega. Potom rjesˇava drugi zadatak s listic´a koji je dobio
od ucˇenika koji sjedi desno od njega i predaje ga ucˇeniku koji sjedi lijevo od njega. Postu-
pak se nastavlja dalje dok se ne rijesˇe svi zadaci.
Nastavni listic´:
A
Lucija ima neprozirnu vrec´icu u kojoj su na petnaest papiric´a napisani brojevi od 1 do 15,
svaki broj jedanput. Lucija je izvukla jedan papiric´.
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1. Koji su se sve dogadaji mogli dogoditi? Zapisˇi ih u skup Ω.
Ω =
2. Neka je dogadaj A ”Lucija je izvukla broj manji od 3”, a dogadaj B ”Lucija je izvukla
broj vec´i od 10”. Zapisˇi ove dogadaje pomoc´u skupova te odredi skup A ∪ B.
A =
B =
A ∪ B =
3. Prikazˇi skupove iz drugog zadatka pomoc´u Vennova dijagrama.
4. Na temelju prethodnog znanja odredi P(A), P(B), P(A ∪ B) te usporedi njihove vri-
jednosti i donesi zakljucˇke.
P(A) =
P(B) =
P(A ∪ B) =
B
Lucija ima neprozirnu vrec´icu u kojoj su na petnaest papiric´a napisani brojevi od 1 do 15,
svaki broj jedanput. Lucija je izvukla jedan papiric´.
1. Koji su se sve dogadaji mogli dogoditi? Zapisˇi ih u skup Ω.
Ω =
2. Neka je dogadaj A ”Lucija je izvukla broj vec´i od 3, a manji od 7”, a dogadaj B
”Lucija je izvukla broj vec´i od 5, a manji od 10”. Zapisˇi ove dogadaje pomoc´u
skupova te odredi skup A ∪ B.
A =
B =
A ∪ B =
3. Prikazˇi skupove iz drugog zadatka pomoc´u Vennova dijagrama.
4. Na temelju prethodnog znanja odredi vjerojatnosti dogadaja P(A), P(B), P(A ∪ B) te
usporedi njihove vrijednosti i donesi zakljucˇke.
P(A) =
P(B) =
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P(A ∪ B) =
C
Lucija ima neprozirnu vrec´icu u kojoj su na petnaest papiric´a napisani brojevi od 1 do 15,
svaki broj jedanput. Lucija je izvukla jedan papiric´.
1. Koji su se sve dogadaji mogli dogoditi? Zapisˇi ih u skup Ω.
Ω =
2. Neka je dogadaj A ”Lucija je izvukla broj vec´i od 15, a manji od 18”. Zapisˇi ovaj
dogadaj pomoc´u skupa ukoliko se on nalazi unutar skupa Ω.
A =
3. Prikazˇi skup A i skup Ω iz drugog zadatka pomoc´u Vennova dijagrama.
4. Na temelju prethodnog znanja odredi vjerojatnosti dogadaja P(A), P(Ω) te donesi za-
kljucˇke.
P(A) =
P(Ω) =
D
Lucija ima neprozirnu vrec´icu u kojoj su na petnaest papiric´a napisani brojevi od 1 do 15,
svaki broj jedanput. Lucija je izvukla jedan papiric´.
1. Koji su se sve dogadaji mogli dogoditi? Zapisˇi ih u skup Ω.
Ω =
2. Neka je dogadaj A ”Lucija je izvukla broj djeljiv s 3”. Zapisˇi ovaj dogadaj pomoc´u
skupa.
A =
3. Prikazˇi skup iz drugog zadatka pomoc´u Vennova dijagrama.
4. Na temelju prethodnog znanja odredi P(A), P(Ω) te usporedi njihove vrijednosti i
donesi zakljucˇke.
P(A) =
P(Ω) =
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Primjer rijesˇenog listic´a:
A
Lucija ima neprozirnu vrec´icu u kojoj su na petnaest papiric´a napisani brojevi od 1 do 15,
svaki broj jedanput. Lucija je izvukla jedan papiric´.
1. Koji su se sve dogadaji mogli dogoditi? Zapisˇi ih u skup Ω.
Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15}
2. Neka je dogadaj A ”Lucija je izvukla broj manji od 3”, a dogadaj B ”Lucija je izvukla
broj vec´i od 10”. Zapisˇi ove dogadaje pomoc´u skupova te odredi skup A ∪ B.
A = {1, 2}
B = {11, 12, 13, 14, 15}
A ∪ B = {1, 2, 11, 12, 13, 14, 15}
3. Prikazˇi skupove iz drugog zadatka pomoc´u Vennova dijagrama.
4. Na temelju prethodnog znanja odredi P(A), P(B), P(A ∪ B) te usporedi njihove vri-
jednosti i donesi zakljucˇke.
P(A) = |A||Ω| =
2
15
P(B) = |B||Ω| =
5
15
P(A ∪ B) = |A∪B||Ω| = 715
Vjerojatnost unije jednaka je zbroju vjerojatnosti zasebnih dogadaja koji su medusobno
disjunktni.
B
Lucija ima neprozirnu vrec´icu u kojoj su na petnaest papiric´a napisani brojevi od 1 do 15,
svaki broj jedanput. Lucija je izvukla jedan papiric´.
1. Koji su se sve dogadaji mogli dogoditi? Zapisˇi ih u skup Ω.
Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15}
2. Neka je dogadaj A ”Lucija je izvukla broj vec´i od 3, a manji od 7”, a dogadaj B
”Lucija je izvukla broj vec´i od 5, a manji od 10”. Zapisˇi ove dogadaje pomoc´u
skupova te odredi skup A ∪ B.
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A = {4, 5, 6}
B = {6, 7, 8, 9}
A ∪ B = {4, 5, 6, 7, 8, 9}
3. Prikazˇi skupove iz drugog zadatka pomoc´u Vennova dijagrama.
4. Na temelju prethodnog znanja odredi vjerojatnosti dogadaja P(A), P(B), P(A ∪ B) te
usporedi njihove vrijednosti i donesi zakljucˇke.
P(A) = |A||Ω| =
3
15
P(B) = |B||Ω| =
4
15
P(A ∪ B) = |A∪B||Ω| = 615
Vjerojatnost unije nije jednaka zbroju zasebnih dogadaja ukoliko oni nisu disjunktni.
C
Lucija ima neprozirnu vrec´icu u kojoj su na petnaest papiric´a napisani brojevi od 1 do 15,
svaki broj jedanput. Lucija je izvukla jedan papiric´.
1. Koji su se sve dogadaji mogli dogoditi? Zapisˇi ih u skup Ω.
Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15}
2. Neka je dogadaj A ”Lucija je izvukla broj vec´i od 15, a manji od 18”. Zapisˇi ovaj
dogadaj pomoc´u skupa ukoliko se on nalazi unutar skupa Ω.
A = ∅
3. Prikazˇi skup A i skup Ω iz drugog zadatka pomoc´u Vennova dijagrama.
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4. Na temelju prethodnog znanja odredi vjerojatnosti dogadaja P(A), P(Ω) te donesi za-
kljucˇke.
P(A) = |A||Ω| =
0
15 = 0
P(Ω) = |Ω||Ω| =
15
15 = 1
Vjerojatnost praznog skupa jednaka je 0, a vjerojatnost cˇitavog skupa dogadaja jed-
naka je 1.
D
Lucija ima neprozirnu vrec´icu u kojoj su na petnaest papiric´a napisani brojevi od 1 do 15,
svaki broj jedanput. Lucija je izvukla jedan papiric´.
1. Koji su se sve dogadaji mogli dogoditi? Zapisˇi ih u skup Ω.
Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15}
2. Neka je dogadaj A ”Lucija je izvukla broj djeljiv s 3”. Zapisˇi ovaj dogadaj pomoc´u
skupa.
A = {3, 6, 9, 12, 15}
3. Prikazˇi skup iz drugog zadatka pomoc´u Vennova dijagrama.
4. Na temelju prethodnog znanja odredi P(A), P(Ω) te usporedi njihove vrijednosti i
donesi zakljucˇke.
P(A) = |A||Ω| =
5
15 =
1
3
P(Ω) = |Ω||Ω| =
15
15 = 1
Vjerojatnost nekog dogadaja uvijek je vec´a ili jednaka 0, a manja ili jednaka 1
Kutak za nastavnike:
Nakon provedbe ove aktivnosti ucˇenici c´e ponoviti znanja iz podrucˇja vjerojatnosti, ali i
zakljucˇiti kako definirati vjerojatnost. Naime, nastavnik mozˇe razgovorom s ucˇenicima
doc´i do definicije vjerojatnosti tako da ih potakne da verbaliziraju zakljucˇke do kojih su
dosˇli rjesˇavanjem zadataka. Aktivnost kolo-naokolo je korisna jer nastavnik lako uocˇi kod
kojeg ucˇenika je papir stao i koji ucˇenik s kojim zadatkom ima problem pri rjesˇvanju.
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4.2 Laplaceov vjerojatnosni model
Jedan od najstarijih vjerojatnosnih modela u povijesti je kasnije nazvan Laplaceov vjerojat-
nosni model koji vjerojatnost promatra kao omjer broja povoljnih i broja moguc´ih ishoda.
Buduc´i da je on intuitivan, s njime se najprije upoznaju i ucˇenici josˇ u osnovnoj sˇkoli. Na-
ravno, u toj dobi ucˇenici ne usvajaju stroge matematicˇke definicije i postavke ovog modela,
nego se s njime upoznaju na temelju jednostavnih i prakticˇnih primjera.
Pretpostavka Laplaceova vjerojatnosnog modela je da imamo konacˇno mnogo ishoda koji
su svi jednako vjerojatni. Odnosno, Ω = {ω1, ω2, ..., ωn}, P({ωi}) := pi, i = 1, 2, ..., n, p1 =
p2 = ... = pn =: p. Sada, prema aksiomu (A2) imamo
1 = P(Ω) =
n∑
i=1
pi = np
Ova nam jednakost daje P({ωi}) = 1n . Odnosno, za proizvoljni A = {ωi1 , ωi2 , ..., ωik}
P(A) =
k∑
j=1
pi j = kp =
k
n
=
|A|
|Ω| ,
odnosno, vjerojatnost svakog dogadaja A jednaka je omjeru broja elemenata od A i broja
svih elementarnih dogadaja.
Naravno, u srednjosˇkolskoj nastavi ucˇenici ne pristupaju Laplaceovu modelu na ovaj nacˇin,
odnosno ne daju mu precizno, matematicˇko znacˇenje, nego ga upoznaju na primjerima iz
zˇivota. Neki od primjera su bacanje simetricˇnog novcˇic´a, bacanje simetricˇne igrac´e kocke
i drugi pokusi u kojima je svaki elementarni dogadaj jednako vjerojatan. Ovaj je koncept i
razumijevanje vjerojatnosti najucˇestaliji kod ucˇenika i iz toga im je razloga, najprirodniji i
najrazumljiviji. Neki nastavnici ucˇenike s temom sadrzˇajnog podrucˇja vjerojatnosti upoz-
naju upravo pomoc´u ovakvih eksperimenata i koncepta jednako vjerojatnih dogadaja.
Aktivnost 2. Bacanje novcˇic´a
Cilj: povezati vjerojatnost a priori i vjerojatnost a posteriori s Laplaceovim vjerojatnos-
nim modelom
Nastavni oblik: rad u grupi
Nastavna metoda: heuristicˇka metoda
Potrebni materijal: nastavni listic´, novcˇic´
Tijek aktivnosti:
Ucˇenici su podijeljeni u peterocˇlane skupine. Svaki ucˇenik baca novcˇic´ dvadeset puta i
biljezˇi rezultat koji je dobio. Potom rjesˇava zadatke s listic´a suradujuc´i s ostatkom grupe.
Nakon toga, nastavnik s ucˇenicima izvodi konacˇne zakljucˇke.
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Nastavni listic´:
1. Zamisli da bacasˇ simetricˇan novcˇic´ 20 puta. Koliku relativnu frekvenciju pojave
pisma ocˇekujesˇ?
2. Baci novcˇic´ 20 puta i zabiljezˇi ishode koje si dobio u donju tablicu (upisˇi 1 za pismo,
a 0 za glavu). Uocˇi da su tako rezultati grupirani u grupe po pet. U predzadnjem
retku tablice zbroji koliko se pisama pojavilo u pojedinoj grupaciji po pet. U zad-
njem retku tablice odredi relativnu frekvenciju pojave pisma u pojedinoj gupi i zapisˇi
je u obliku decimalnog broja.
bacanje ishod bacanje ishod bacanje ishod bacanje ishod
1. 6. 11. 16.
2. 7. 12. 17.
3. 8. 13. 18.
4. 9. 14. 19.
5. 10. 15. 20.
zbroj zbroj zbroj zbroj
rel. frekv. rel. frekv. rel. frekv. rel. frekv.
3. Pomoc´u prethodne tablice popuni sljedec´u u kojoj su od svih ishoda nacˇinjene dvije
grupe po deset bacanja.
bacanje 1. − 10. bacanje 11. − 20.
broj pisama
relativna frekvencija
4. Popuni sljedec´u tablicu tako da odredisˇ ukupan broj pisama koji se pojavio dok si
provodio/la eksperiment te tako odredi relativnu frekvenciju pojave pisma.
ukupan broj pisama u bacanjima 1. − 20.
relativna frekvencija
5. Unutar grupe razmijenite koliko se pisama pojavilo kod pojedinog ucˇenika te popu-
nite donju tablicu. U predzadnjem retku odredite koliko se ukupno pisama pojavilo,
a u zadnjem retku odredite relativnu frekvenciju pojave pisma.
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broj pisama
1.ucˇenik
2.ucˇenik
3.ucˇenik
4.ucˇenik
5.ucˇenik
zbroj
relativna frekvencija
6. Usporedite relativne frekvencije u grupama po pet (2. zadatak). Jesu li njihove vri-
jednosti bliske? Zasˇto?
7. Usporedite relativne frekvencije medu razlicˇitim grupacijama (po pet, deset, dvade-
set). Usporedite ih i s vasˇom pretpostavkom (1. zadatak).
8. Zbrojite koliko se pisama pojavilo u cijelom razredu (koristite se rjesˇenjem petog
zadatka svake grupe). Zatim odredite relativnu frekvenciju pojave pisma u cijelom
razredu.
9. Usporedite sve relativne frekvencije koje ste izracˇunali. Sˇto uocˇavate? Sˇto se dogada
s relativnom frekvencijom kada povec´avate broj bacanja novcˇic´a? Kojem se broju
ona tada priblizˇava?
Primjer rijesˇenog listic´a:
1. Zamisli da bacasˇ simetricˇan novcˇic´ 20 puta. Koliku relativnu frekvenciju pojave
pisma ocˇekujesˇ?
Ocˇekujem relativnu frekvenciju 12 .
2. Baci novcˇic´ 20 puta i zabiljezˇi ishode koje si dobio u donju tablicu (upisˇi 1 za pismo,
a 0 za glavu). Uocˇi da su tako rezultati grupirani u grupe po pet. U predzadnjem
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retku tablice zbroji koliko se pisama pojavilo u pojedinoj grupaciji po pet. U zad-
njem retku tablice odredi relativnu frekvenciju pojave pisma u pojedinoj gupi i zapisˇi
je u obliku decimalnog broja.
bacanje ishod bacanje ishod bacanje ishod bacanje ishod
1. 0 6. 0 11. 1 16. 0
2. 0 7. 1 12. 1 17. 0
3. 1 8. 1 13. 1 18. 1
4. 0 9. 0 14. 1 19. 0
5. 1 10. 0 15. 1 20. 1
zbroj 2 zbroj 2 zbroj 5 zbroj 2
rel. frekv. 25 = 0.4 rel. frekv.
2
5 = 0.4 rel. frekv. 1 rel. frekv.
2
5 = 0.4
3. Pomoc´u prethodne tablice popuni sljedec´u u kojoj su od svih ishoda nacˇinjene dvije
grupe po deset bacanja.
bacanje 1. − 10. bacanje 11. − 20.
broj pisama 4 7
relativna frekvencija 410 = 0.4
7
10 = 0.7
4. Popuni sljedec´u tablicu tako da odredisˇ ukupan broj pisama koji se pojavio dok si
provodio/la eksperiment te tako odredi relativnu frekvenciju pojave pisma.
ukupan broj pisama u bacanjima 1. − 20. 11
relativna frekvencija 1120 = 0.55
5. Unutar grupe razmijenite koliko se pisama pojavilo kod pojedinog ucˇenika te popu-
nite donju tablicu. U predzadnjem retku odredite koliko se ukupno pisama pojavilo,
a u zadnjem retku odredite relativnu frekvenciju pojave pisma.
broj pisama
1.ucˇenik 11
2.ucˇenik 10
3.ucˇenik 9
4.ucˇenik 11
5.ucˇenik 7
zbroj 48
relativna frekvencija 48100 = 0.48
6. Usporedite relativne frekvencije u grupama po pet (2. zadatak). Jesu li njihove vri-
jednosti bliske? Zasˇto?
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Uocˇavamo da se relativne frekvencije u grupama po pet izrazito razlikuju, zato jer je
to mali uzorak.
7. Usporedite relativne frekvencije medu razlicˇitim grupacijama (po pet, deset, dvade-
set). Usporedite ih i s vasˇom pretpostavkom (1. zadatak).
Kakko smo povec´avali velicˇinu grupacije, tako je vrijednost relativne frekvencije
bila blizˇa nasˇoj pretpostavci.
8. Zbrojite koliko se pisama pojavilo u cijelom razredu (koristite se rjesˇenjem petog
zadatka svake grupe). Zatim odredite relativnu frekvenciju pojave pisma u cijelom
razredu.
Relativna frekvencija u cijelom razredu iznosi 252500 = 0.504.
9. Usporedite sve relativne frekvencije koje ste izracˇunali. Sˇto uocˇavate? Sˇto se dogada
s relativnom frekvencijom kada povec´avate broj bacanja novcˇic´a? Kojem se broju
ona tada priblizˇava?
Kada povec´avamo broj bacanja novcˇic´a, relativna frekvencija se priblizˇava nasˇoj
pretpostavci u prvom zadatku.
Kutak za nastavnike:
U ovoj aktivnosti ucˇenici c´e pomoc´u eksperimenta dobiti predodzˇbu vjerojatnosti a pos-
teriori. Tijekom ove aktivnosti ucˇenici uocˇavaju da im je za ispravne zakljucˇke potrebno
mnogo ponavljanja pokusa te uocˇavaju da nakon dovoljno mnogo ponavljanja pokusa vje-
rojatnost a priori i a posteriori poprimaju vrlo bliske vrijednosti. Takoder, mogu uocˇiti
da se tijekom eksperimenta vrijednosti pisma, odnosno glave ne izmijenjuju u pravilnos-
tima kako bi inacˇe pomislili. Osim toga, predodzˇbu raznolikosti relativnih frekvencija pri
malim uzorcima ucˇenici mogu poboljsˇati i korisˇtenjem tehnologije, visˇe o tome u zadnjem
poglavlju.
4.3 Vjerojatnost suprotnog dogadaja
Pri racˇunanju vjerojatnosti cˇesto se koristi vjerojatnost suprotnog dogadaja. Razlog tome
jest da nam je cˇesto laksˇe odrediti vjerojatnost suprotnog dogadaja nego onog trazˇenog,
no, uz jednostavnu formulu koja ih povezuje, lako mozˇemo vjerojatnost jednoga odrediti
pomoc´u drugoga. U nastavku je definicija suprotnog dogadaja i dokaz za formulu koja ih
povezuje. Ovaj se jednostavan dokaz pojavljuje i u srednjosˇkolskoj nastavi vjerojatnosti.
Propozicija 4.3.1. Neka je (Ω,F ,P) dani vjerojatnosni prostor i A ∈ F dogadaj. Kazˇemo
da je suprotni dogadaj dogadaju A njegov komplement, odnosno dogadaj Ac. Vrijedi:
P(Ac) = 1 − P(A).
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Dokaz. Znamo da je Ω = A ∪ Ac te da vrijedi P(Ω) = 1. Sada slijedi:
1 = P(Ω) = P(A) + P(Ac)⇒ P(Ac) = 1 − P(A)

Aktivnost 3. Bacanje kockice
Cilj: otkriti izraz za vjerojatnost suprotnog dogadaja
Nastavni oblik: rad u paru
Nastavna metoda: heuristicˇka nastava
Potrebni materijal: nastavni listic´ s uputama, igrac´a kockica za svakog ucˇenika
Tijek aktivnosti:
Ucˇenici su podijeljeni u parove. Svaki ucˇenik igrac´u kockicu baca 10 puta te oba ucˇenika
biljezˇe rezultat u tablicu. Potom odreduju relativnu frenkvenciju pojavljivanja parnog, od-
nosno neparnog broja. Zajedno rjesˇavaju preostale zadatke i izvode zakljucˇke vezane uz
vjerojatnost suprotnog dogadaja.
Nastavni listic´:
1. Igrac´u kockicu baci 10 puta i rezultat bacanja upisˇi u prvi stupac donje tablice. Na-
kon sˇto je to ucˇinio i tvoj par, njegove rezultate unesi u cˇetvrti stupac donje tablice.
rezultat bacanja paran neparan rezultat bacanja paran neparan
zbroj zbroj
2. U drugi, odnosno trec´i stupac zapisˇi 0 ili 1 ovisno o istinitosti tvrdnje (0 za lazˇ, a 1
za istinu). Isto ponovi i za zadnja tri stupca. Potom u zadnjem retku zbroji koliko
jedinica ima u drugom, odnosno u trec´emu stupcu te u petome, odnosno sˇestome
stupcu. Na ovaj nacˇin dobio/la si koliko je puta pao paran, odnosno neparan broj.
3. Na temelju rezultata u tablici za svoja bacanja i bacanja tvojega para, odredi sljedec´e
vjerojatnosti (zapisˇi ih u obliku decimalnog broja):
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P({pao je paran broj}) =
P({pao je neparan broj}) =
P({pao je paran broj}) + P({pao je neparan broj}) =
4. Kakvi su medusobno dogadaji: {pao je neparan broj} i {pao je paran broj}?
5. Ukoliko uvedemo sljedec´e oznake: A = {pao je neparan broj} i B = {pao je paran broj},
kakvi su medusobno skupovi A i B? Prikazˇi ove skupove na skupu Ω koji je prostor
elementarnih dogadaja.
6. Usporedite rjesˇenja 3. i 4. i 5. zadatka te posebno obratite pozornost na zbroj vje-
rojatnosti danih dogadaja. Sˇto primjec´ujete? Zapisˇite svoj zakljucˇak primjerenim
matematicˇkim jezikom. Vrijedi li vasˇ zakljucˇak i opc´enito? Dokazˇi.
Primjer rijesˇenog listic´a:
1. Igrac´u kockicu baci 10 puta i rezultat bacanja upisˇi u prvi stupac donje tablice. Na-
kon sˇto je to ucˇinio i tvoj par, njegove rezultate unesi u cˇetvrti stupac donje tablice.
rezultat bacanja paran neparan rezultat bacanja paran neparan
4 1 0 5 0 1
2 1 0 4 1 0
6 1 0 3 0 1
2 1 0 2 1 0
6 1 0 6 1 0
4 1 0 4 1 0
4 1 0 5 0 1
6 1 0 6 1 0
4 1 0 4 1 0
5 0 1 2 1 0
zbroj 9 1 zbroj 7 3
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2. U drugi, odnosno trec´i stupac zapisˇi 0 ili 1 ovisno o istinitosti tvrdnje (0 za lazˇ, a 1
za istinu). Isto ponovi i za zadnja tri stupca. Potom u zadnjem retku zbroji koliko
jedinica ima u drugom, odnosno u trec´emu stupcu te u petome, odnosno sˇestome
stupcu. Na ovaj nacˇin dobio/la si koliko je puta pao paran, odnosno neparan broj.
3. Na temelju rezultata u tablici za svoja bacanja i bacanja tvojega para, odredi sljedec´e
vjerojatnosti (zapisˇi ih u obliku decimalnog broja):
P({pao je paran broj}) = 0.8
P({pao je neparan broj}) = 0.2
P({pao je paran broj}) + P({pao je neparan broj}) = 1
4. Kakvi su medusobno dogadaji: {pao je neparan broj} i {pao je paran broj}?
Ovi dogadaji su disjunktni / medusobno se iskljucˇuju / suprotni su.
5. Ukoliko uvedemo sljedec´e oznake: A = {pao je neparan broj} i B = {pao je paran broj},
kakvi su medusobno skupovi A i B? Prikazˇi ove skupove na skupu Ω koji je prostor
elementarnih dogadaja.
Skupovi A i B su disjunktni.
Slika 4.1: Skupovni prikaz
6. Usporedite rjesˇenja 3. i 4. i 5. zadatka te posebno obratite pozornost na zbroj vje-
rojatnosti danih dogadaja. Sˇto primjec´ujete? Zapisˇite svoj zakljucˇak primjerenim
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matematicˇkim jezikom. Vrijedi li vasˇ zakljucˇak i opc´enito? Dokazˇi.
Za dogadaj A i njemu suprotni dogadaj Ac vrijedi:
P(Ac) = 1 − P(A).
Znamo da je Ω = A ∩ Ac i da vrijedi P(Ω) = 1. Slijedi:
1 = P(Ω) = P(A) + P(Ac)⇒ P(Ac) = 1 − P(A).
Kutak za nastavnike:
U ovoj aktivnosti ucˇenici c´e povezati algebru dogadaja sa skupovima te c´e primjenjujuc´i
skupovni prikaz Vennovim dijagramima doc´i do zakljucˇka da je zbroj vjerojatnosti nekog
dogadaja i njemu suprotnog dogadaja jednaka 1.
4.4 Geometrijska vjerojatnost
U nastavi vjerojatnosti susrec´emo se i s problemima slucˇajnih odabira tocˇke na nekom
intervalu ili odabira slucˇajne tocˇke unutar nekog geometrijskog lika ili geometrijskog ti-
jela. Ovakve probleme rjesˇavamo pomoc´u geometrijske vjerojatnosti. Stroga matematicˇka
definicija dana je u nastavku.
Definicija 4.4.1. Neka je Ω ⊆ Rn, n ∈ {1, 2, 3} ogranicˇen, izmjeriv skup i m(Ω) < +∞ gdje
je m geometrijska mjera (za n = 1 duljina, za n = 2 povrsˇina i za n = 3 volumen). Neka
vrijedi m(Ω) > 0. Neka je dogadaj A ⊂ Ω izbor tocˇke iz skupa A.
Geometrijska vjerojatnost dogadaja A je broj
P(A) =
m(A)
m(Ω)
.
Napomena 4.4.2. U redovnoj nastavi, naravno, ne spominjemo pojam izmjerivog pros-
tora, no ucˇenicima je intuitivno jasno da je duljina jednodimenzionalna mjera, povrsˇina
dvodimenzionalna, a volumen trodimenzionalna. Osim toga, prirodno je ucˇenicima jasno
da je ova definicija vjerojatnosti prikladna za probleme s kojima se oni susrec´u.
Aktivnost 4.
Cilj: otkriti izraz za geometrijsku vjerojatnost
Nastavni oblik: rad u grupi
Nastavna metoda: heuristicˇka metoda
Potrebni materijal: poklopac Nutelle, cˇepovi razlicˇitih radijusa (na primjer Jana, Nestie),
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sitne konfete (na primjer papiric´i koji su otpad busˇilice za papir), nastavni listic´ sa zada-
cima
Tijek aktivnosti:
Ucˇenici su podijeljeni u sˇest cˇetverocˇlanih skupina. Tri i tri skupine imaju iste modele
(cˇepovi iste velicˇine) cˇiji vanjski izgled mozˇemo vidjeti na 4.2. Na slikama 4.3 i 4.4 prika-
zani su razlicˇiti modeli ovisno o velicˇini cˇepa.
Slika 4.2: Prikaz modela
Slika 4.3: Model sa sˇirim cˇepom
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Slika 4.4: Model s uzˇim cˇepom
Tijekom prvog dijela aktivnosti ucˇenici rjesˇavaju zadatke ”kod kuc´e”. Unutar skupine
svaki od ucˇenika deset puta ubaci konfete u poklopac, a svi ucˇenici u skupini zapisuju
koliko je od 20 konfeta upalo u cˇep. Prikaz eksperimanta mozˇemo vidjeti na slikama 4.5 i
4.6.
Slika 4.5: Model s uzˇim cˇepom nakon ubacivanja konfeta
Slika 4.6: Model sa sˇirim cˇepom nakon ubacivanja konfeta
POGLAVLJE 4. VJEROJATNOST U NASTAVI 31
Nakon sˇto su rijesˇili zadatke ”kod kuc´e”, ucˇenici se pregrupiraju tako da nacˇine cˇetiri
sˇesterocˇlane skupine i da je u svakoj skupini zastupljen po jedan ucˇenik iz inicijalnih sku-
pina. Potom ucˇenici rjesˇavaju zadatke ”u gostima”. Nakon sˇto su razmijenili informacije
”u gostima”, ucˇenici se ponovno vrac´aju u inicijalne skupine i donose zakljucˇke.
Nastavni listic´:
KOD KUC´E
1. Svaki cˇlan grupe neka deset puta ubaci konfete u poklopac. Svi zapisujte koliko
je konfeta u pojedinom bacanju upalo u manji cˇep (posluzˇite se donjom tablicom).
bacanje konfete bacanje konfete bacanje konfete bacanje konfete
1. 11. 21. 31.
2. 12. 22. 32.
3. 13. 23. 33.
4. 14. 24. 34.
5. 15. 25. 35.
6. 16. 26. 36.
7. 17. 27. 37.
8. 18. 28. 38.
9. 19. 29. 39.
10. 20. 30. 40.
zbroj zbroj zbroj zbroj
2. Odredite relativnu frekvenciju pojavljivanja konfeta unutar manjeg cˇepa:
ukupan broj konfeta unutar manjeg cˇepa
ukupan broj bacˇenih konfeta
relativna frekvencija
U GOSTIMA
1. S kolegama koji su imali model istih dimenzija usporedi rezultat te na temelju vasˇih
podataka odredite relativnu frekvenciju:
ukupan broj konfeta unutar manjeg cˇepa
ukupan broj bacˇenih konfeta
relativna frekvencija
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2. Konzultirajuc´i se medusobno, unesite podatke za razlicˇite modele:
prvi model drugi model
polumjer poklopca
polumjer cˇepa
povrsˇina poklopca
povrsˇina cˇepa
omjer povrsˇine cˇepa i povrsˇine poklopca
relativna frekvencija pojave konfeta u modelu
KOD KUC´E
1. Usporedite omjere povrsˇina cˇepa i poklopca te relativne frekvencije. Uocˇavate li
kakvu povezanost? Smanjuje li se ili povec´ava vjerojatnost da je konfeta pala u cˇep
ukoliko se povec´ava polumjer cˇepa? Sˇto zakljucˇujete o vezi relativnih frekvencija i
omjera povrsˇina cˇepa i poklopca?
2. Kako bi glasilo opc´enito pravilo za odredivanje vjerojatnosti slucˇajnog odabira tocˇke
unutar geometrijskog lika odredene povrsˇine koji se nalazi unutar nekog vec´eg ge-
ometrijskog lika?
Primjer rijesˇenog listic´a:
KOD KUC´E
1. Svaki cˇlan grupe neka deset puta ubaci konfete u poklopac. Svi zapisujte koliko
je konfeta u pojedinom bacanju upalo u manji cˇep (posluzˇite se donjom tablicom).
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bacanje konfete bacanje konfete bacanje konfete bacanje konfete
1. 5 11. 4 21. 7 31. 10
2. 10 12. 13 22. 6 32. 6
3. 7 13. 1 23. 5 33. 2
4. 9 14. 10 24. 2 34. 5
5. 10 15. 9 25. 6 35. 3
6. 13 16. 2 26. 1 36. 4
7. 1 17. 3 27. 3 37. 1
8. 11 18. 1 28. 5 38. 2
9. 8 19. 5 29. 2 39. 4
10. 2 20. 12 30. 4 40. 5
zbroj 76 zbroj 60 zbroj 41 zbroj 42
2. Odredite relativnu frekvenciju pojavljivanja konfeta unutar cˇepa:
ukupan broj konfeta unutar cˇepa 219
ukupan broj bacˇenih konfeta 800
relativna frekvencija 219800 = 0.27375
U GOSTIMA
1. S kolegama koji su imali model istih dimenzija usporedi rezultat te na temelju vasˇih
podataka odredite relativnu frekvenciju:
ukupan broj konfeta unutar manjeg cˇepa 630
ukupan broj bacˇenih konfeta 2 400
relativna frekvencija 6302 400 = 0.2625
2. Konzultirajuc´i se medusobno, unesite podatke za razlicˇite modele:
prvi model drugi model
polumjer poklopca 4 cm 4 cm
polumjer cˇepa 2 cm 1.5 cm
povrsˇina poklopca 16 cm2 16 cm2
povrsˇina cˇepa 4 cm2 2.25 cm2
omjer povrsˇine cˇepa i povrsˇine poklopca 14 cm
2 = 0.25 cm2 2.2516 cm
2 ≈ 0.141 cm2
relativna frekvencija pojave konfeta u modelu 0.2625 0.153
KOD KUC´E
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1. Usporedite omjere povrsˇina cˇepa i poklopca te relativne frekvencije. Uocˇavate li
kakvu povezanost? Smanjuje li se ili povec´ava vjerojatnost da je konfeta pala u cˇep
ukoliko se povec´ava polumjer cˇepa? Sˇto zakljucˇujete o vezi relativnih frekvencija i
omjera povrsˇina cˇepa i poklopca?
Povec´anjem polumjera cˇepa povec´ala se i vjerojatnost da je konfeta pala u cˇep.
Uocˇavamo da je omjer povrsˇina cˇepa i poklopca priblizˇno jednak relativnoj frek-
venciji.
2. Kako bi glasilo opc´enito pravilo za odredivanje vjerojatnosti slucˇajnog odabira tocˇke
unutar geometrijskog lika odredene povrsˇine koji se nalazi unuat nekog vec´eg ge-
ometrijskog lika?
P =
A(manji lik)
A(vec´i lik)
,
gdje A oznacˇava povrsˇinu lika.
Kutak za nastavnike:
U ovoj aktivnosti ucˇenici mogu pomoc´u konkretnog eksperimenta potvrditi intuitivnu pret-
postavku da se vjerojatnost mozˇe odrediti pomoc´u omjera povrsˇina likova. Mozˇda kod
nekih grupa ekperiment nec´e pokazati veliku povezanost omjera povrsˇina i relativne frek-
vencije, no nakon aktivnosti u zajednicˇkom razgovoru i donosˇenju sluzˇbenih zakljucˇaka,
nastavnik mozˇe skiciranjem likova naglasiti utjecaj povrsˇina likova na odredivanje vjero-
jatnosti.
Takoder, laksˇi razmjesˇtaj ucˇenika po grupama mozˇemo ucˇiniti tako da svakome ucˇeniku
podijelimo listic´ s oznakama A1, A2, ... , A6, B1, ... , B6, ... , D6 te ih prvo grupirati
po brojevima (”kod kuc´e”), a zatim po slovima (”u gostima”) i na kraju opet po brojevima
(”kod kuc´e”).
Aktivnost 5. Buffonov pokus
Cilj: otkriti povezanost geometrijske vjerojatnosti i broja pi; primijeniti geometrijsku vje-
rojatnost na konkretnom eksperimentu
Nastavni oblik: rad u grupi
Nastavna metoda: heuristicˇka metoda
Potrebni materijal: kutija sˇibica, list A3 papira s paralelnim prugama, nastavni listic´
Tijek aktivnosti:
Ucˇenici u parovima provode eksperiment deset puta. Na udaljenosti od pedesetak centi-
metara od papira iz ruku ispuste kutiju sˇibica te prebrojavaju koliko je sˇibica palo na papir
tako da sijeku jednu od paralelnih crta na papiru kao sˇto je prikazano na slici 4.7. Buduc´i
da je ova aktivnost zamisˇljena poput projekta u kojem bi sudjelovali ucˇenici iz nekoliko
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razreda, nakon provodenja eksperimenta u svim razredima, ucˇenici mogu zajedno obraditi
dobivene podatke te donijeti zakljucˇke popunjavajuc´i nastavni listic´. Takoder, ukoliko u
ucˇionici postoji moguc´nost korisˇtenja tehnologije za svaki par ucˇenika, ucˇenici mogu uno-
siti svoje rezultate u pripravljenu datoteku koja je dostupna svima i tako olaksˇati unos svih
podataka. Visˇe o tome u poglavlju o ulozi tehnologije.
Slika 4.7: Buffonov pokus
Nastavni listic´:
1. Na udaljenosti pedesetak centimetara od papira ispustite sˇibice (40 komada) i pre-
brojite koliko je sˇibica palo na papir tako da sijecˇe neku od paralelnih crta i taj broj
zapisˇite u donju tablicu. Pokus ponovite deset puta.
broj bacanja broj sˇibica koje sijeku jednu od linija
1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
9.
10.
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2. Nakon prikupljenih i obradenih svih podataka, odredite:
P = broj sˇibica koje sijeku crtuukupan broj bacˇenih sˇibica = ≈
3. Koristec´i se gore izracˇunatom vjerojatnosˇc´u odredite vrijednst donjeg izraza i proci-
jenite kojem broju je bliska vrijednost ovog izraza:
2
P
= ≈
Primjer rijesˇenog listic´a:
1. Na udaljenosti pedesetak centimetara od papira ispustite sˇibice (40 komada) i pre-
brojite koliko je sˇibica palo na papir tako da sijecˇe neku od paralelnih crta i taj broj
zapisˇite u donju tablicu. Pokus ponovite deset puta.
broj bacanja broj sˇibica koje sijeku jednu od linija
1. 24
2. 21
3. 26
4. 23
5. 22
6. 23
7. 26
8. 25
9. 27
10. 26
2. Nakon prikupljenih i obradenih svih podataka, odredite:
P = broj sˇibica koje sijeku crtuukupan broj bacˇenih sˇibica =
13 207
20 800
≈ 0.63495
3. Koristec´i se gore izracˇunatom vjerojatnosˇc´u odredite vrijednst donjeg izraza i proci-
jenite kojem broju je bliska vrijednost ovog izraza
2
P
=
2
0.63495
≈ 3.1498
Ovaj je broj blizak broju pi.
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Kutak za nastavnike:
Dokaz ove otkrivene cˇinjenice je vrlo jednostavan, stoga se mozˇe provesti i u redovnoj
nastavi prema [3]. Medutim, treba imati na umu da se u jednom koraku dokaza koristi
integral za odredivanje povrsˇine, stoga je potrebno ili tu informaciju o povrsˇini uzeti kao
cˇinjenicu i naglasiti ucˇenicima da je to sadrzˇaj koji c´e uskoro raditi na matematici ili ovu
aktivnost napraviti pri kraju sˇkolske godine kao sintezu podrucˇja vjerojatnosti, integrala i
geometrije.
Dokaz. Kao sˇto smo proveli i u nasˇem eksperimentu, uzet c´emo sˇibicu duljine a koja je
jednaka razmaku paralelnih crta na papiru na koji smo bacali sˇibice (za razlicˇite duljine
razmaka i sˇibica dokaz bi se proveo analogno). Oznacˇimo krajnje tocˇke sˇibice sa A i B.
Dakle, trazˇimo vjerojatnost da je sˇibica presjekla jedan pravac (koji predstavlja paralelne
crte na nasˇem papiru) iz skupa svih paralelnih pravaca ravnine s medusobnim razmakom
a.
Slika 4.8: Prikaz jedne pruge i sˇibice
Sˇibica se ocˇito nalazi unutar jedne pruge, odnosno medu dvama paralelnim pravcima
ili sijecˇe jedan pravac (uocˇimo da sˇibica mozˇe sjec´i samo jedan pravac, a ne visˇe njih).
Bez smanjenja opc´enitosti mozˇemo promatrati sijecˇe li sˇibica pravac p1 ili pravac p2, no na
kraju c´emo samo udvostrucˇiti dobivenu vjerojatnost (jer ona mozˇe pasti ili na jedan ili na
drugi pravac). Takoder, uocˇimo da nam je dovoljno promatrati jednu prugu odredenu prav-
cima p1 i p2 kako bismo odredili vjerojatnost jer se na ostalim prugama situacija ponavlja.
Promotrimo jedan opc´eniti polozˇaj sˇibice s pripadnim oznakama kao sˇto je prikazano na
slici 4.8.
Hoc´e li sˇibica sjec´i pravac p1 ovisit c´e o dvjema stvarima: udaljenosti y tocˇke A do pravca
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p1, te o kutu x izmedu sˇibice i paralele s pravcima kroz tocˇku A, kao sˇto je oznacˇeno na
slici 4.8. Ocˇito su ove dvije velicˇine medusobno neovisne i sve moguc´e vrijednosti za x i y
jednako su vjerojatne.
Kako nas zanima presjek sˇibice i pravca p1, ocˇito se kut x nalazi u intervalu 〈0, pi〉. Osim
toga, da bi sˇibica presjekla pravac p1 mora vrijediti y < |BC|. Iz pravokutnog tokuta ABC
slijedi:
sin x =
|BC|
a
⇒ |BC| = a sin x
Odnosno, mora vrijediti y < a sin x. Dakle, polozˇaj sˇibice ovisi o dvjema velicˇinama x i
y koje mozˇemo promatrati u obliku uredenoga para (x, y). Ukoliko uvedemo oznake A =
{sˇibica je pala preko gornjeg pravcap1}, Ω = {svi moguc´i polozˇaji sˇibice unutar pruge}, mozˇemo
uocˇiti:
A = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ pi, 0 ≤ y ≤ a, y < a sin x}
Ω = {(x, y) : −pi ≤ x ≤ pi, 0 ≤ y ≤ a}
Slika 4.9: Podrucˇje skupa A
Sada je trazˇena vjerojatnost jednaka omjeru povrsˇina skupova A i Ω. Slika 4.9 prikazuje
skup A, a slika 4.10 skup Ω te lako odredujemo:
m(A) =
∫ pi
0
a sin xdx = −a cos pi + a cos 0 = 2a
m(Ω) = 2 · pi · a
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Slika 4.10: Podrucˇje skupa Ω
Odnosno, vjerojatnost da sˇibica sijecˇe pravac p1 iznosi
m(A)
m(Ω)
=
2a
2pia
=
1
pi
,
a vjerojatnost da sijecˇe pravac p1 ili p2 dvostruko je vec´a i iznosi
2
pi
≈ 0.636619
Ukoliko vjerojatnost izrazimo pomoc´u relativnih frekvencija te ju izjednacˇimo s geome-
trijskom vjerojatnosˇc´u, dobivamo vrijednost broja pi:
broj sˇibica koje sijeku pravac
broj svih sˇibica
=
2
pi
⇒ pi = 2 · broj svih sˇibica
broj svih sˇibica koje sijeku pravac

4.5 Uvjetna vjerojatnost
U visokosˇkolskoj matematici definira se uvjetna vjerojatnost te se potom njezina definicija
koristi pri rjesˇavanju zadataka.
Definicija 4.5.1. Neka je (Ω,F ,P) vjerojatnosni prostor te B ∈ F dogadaj takav da je
P(B) > 0. Uvjetna vjerojatnost dogadaja A uz dano B definira se formulom
P(A|B) := P(A ∩ B)
P(B)
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Uocˇimo da iz dane definicije odmah slijedi:
P(A ∩ B) = P(B)P(A|B)
U srednjoj se sˇkoli uvjetna vjerojatnost, takoder, definira te se potom ta definicija koristi
pri analizi i rjesˇavanju zadataka i problema. Medutim, smisao definicije mozˇemo objasniti
razlicˇitim aktivnostima koje na konkretnim primjerima ucˇenicima mogu priblizˇiti teoriju te
pomoc´i u shvac´anju teorijske pozadine. Stoga, sljedec´a aktivnost vodi ucˇenike u otkrivanju
uvjetne vjerojatnosti.
Aktivnost 6. Monty Hall problem
Cilj: otkriti formulu za uvjetnu vjerojatnost
Nastavni oblik: rad u grupi
Nastavna metoda: heuristicˇka metoda
Potrebni materijal: tri neprozirne plasticˇne cˇasˇe, Kiki bombon, nastavni listic´
Tijek aktivnosti:
Ucˇenici su podijeljeni u cˇetverocˇlane skupine. Jedan od cˇlanova skupine je voditelj igre,
dva su igracˇa, a jedan je zapisnicˇar. Igraju igru analognu onoj kod Monty Hall problema,
samo sˇto imaju tri plasticˇne cˇasˇe i jedan bombon. Nakon sˇto su proucˇili pravila igre, biljezˇe
svoje pretpostavke o utjecaju mijenjanja misˇljenja na rezultat igre. Potom prvi igracˇ igra
igru 20 puta, a nakon njega drugi igracˇ igra igru 20 puta. Za to vrijeme, zapisnicˇar biljezˇi
rezultate igre. Nakon toga, ucˇenici analiziraju rezultate igre i usporeduju ih sa svojom
pretpostavkom te odreduju vjerojatnost pobjede ukoliko se mijenja misˇljenje i ukoliko se
ne mijenja. U nastavku rjesˇavanja zadataka s listic´a ucˇenici se upoznaju s vjerojatnosnim
stablom i uvjetnom vjerojatnosti te otkrivaju definiciju uvjetne vjerojatnosti.
Nastavni listic´:
1. Prije pocˇetka igre, podijelite uloge. Jedan ucˇenik neka bude voditelj, dva ucˇenika
neka budu igracˇi te jedan cˇlan skupine neka bude zapisnicˇar rezultata igre.
Igra se igra na nacˇin da voditelj stavi bombon ispod jedne od cˇasˇa tako da igracˇ koji
igra igru ne vidi ispod koje je cˇasˇe bombon. Potom igracˇ predlazˇe cˇasˇu za koju misli
da se u njoj nalazi bombon. Nakon njegova prijedloga, voditelj, od preostale dvije
cˇasˇe okrec´e jednu koja je prazna i pokazuje kako u njoj nije bombon te pita igracˇa
zˇeli li promijeniti misˇljenje i opredijeliti se za trec´u preostalu cˇasˇu ili ostaje pri svo-
jemu misˇljenju.
Mislite li da c´e vjerojatnost za pobjedu biti vec´a ukoliko igracˇ promijeni misˇljenje ili
c´e ona biti manja ili promjena misˇljenja ne utjecˇe na vjerojatnost pobjede?
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2. Neka igru odigra 1. igracˇ, a zapisnicˇar neka biljezˇi rezultate igre (stavlja ”plus” u
onaj stupac za koji je igracˇ ostvario pobjedu, odnosno ”minus” u onaj stupac za koji
je igracˇ ostvario gubitak)
ostanak pri misˇljenju promjena misˇljenja
1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
3. Neka igru odigra 2. igracˇ, a zapisnicˇar neka biljezˇi rezultate igre (stavlja ”plus” u
onaj stupac za koji je igracˇ ostvario pobjedu, odnosno ”minus” u onaj stupac za koji
je igracˇ ostvario gubitak)
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ostanak pri misˇljenju promjena misˇljenja
1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
4. Pomoc´u dobivenih rezultata, odredite vjerojatnost za pobjedu ukoliko igracˇ ne mi-
jenja misˇljenje i vjerojatnost za pobjedu ukoliko igracˇ mijenja misˇljenje (uzmite u
obzir rezultate obaju igracˇa):
P({igracˇ je ostvario pobjedu uz uvjet da nije mijenjao misˇljenje}) =
=
broj igri u kojima je pobijedio i nije promijenio misˇljenje
broj igri u kojima nije promijenio misˇljenje = =
P({igracˇ je ostvario pobjedu uz uvjet da je mijenjao misˇljenje}) =
=
broj igri u kojima je pobijedio i mijenjao misˇljenje
broj igri u kojima je mijenjao misˇljenje = =
5. Usporedite dobivene vjerojatnosti iz cˇetvrtog zadatka s vasˇom pretpostavkom u pr-
vom zadatku.
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6. Rezultati koje ste dobili su eksperimentalne prirode, promotrimo teorijsku pozadinu
ovih vjerojatnosti. Popunite donji redak sheme tako da napisˇete sˇto bi osvojio igracˇ
kada bio odigrao na odredeni nacˇin (popunite rijecˇima ”nisˇta” ili ”bombon”).
7. Sluzˇec´i se prethodnom shemom odredite:
P({igracˇ je ostvario pobjedu uz uvjet da nije mijenjao misˇljenje}) =
=
broj ishoda u kojima je pobijedio i nije promijenio misˇljenje
broj ishoda u kojima nije promijenio misˇljenje =
P({igracˇ je ostvario pobjedu uz uvjet da je mijenjao misˇljenje}) =
=
broj ishoda u kojima je pobijedio i mijenjao misˇljenje
broj ishoda u kojima je mijenjao misˇljenje =
Sˇto uocˇavasˇ? Koja je vjerojatnost vec´a? Usporedi ove izracˇunate vjerojatnosti sa
svojom pretpostavkom iz prvog zadatka.
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8. Sluzˇec´i se shemom izracˇunajte:
P({igracˇ je ostvario pobjedu i nije mijenjao misˇljenje})
P({igracˇ nije mijenjao misˇljenje}) = =
P({igracˇ je ostvario pobjedu i mijenjao je misˇljenje})
P({igracˇ je mijenjao misˇljenje}) = =
9. Uvedimo sljedec´e oznake:
A = {igracˇ je pobijedio}, B = {igracˇ je promijenio misˇljenje},
Bc = {igracˇ nije promijenio misˇljenje},
(A|B) = {igracˇ je pobijedio uz uvjet da je promijenio misˇljenje},
(A|Bc) = {igracˇ je pobijedio uz uvjet da nije promijenio misˇljenje}.
Usporedite rjesˇenja sedmog i osmog zadatka te donesite zakljucˇke i zapisˇite ih is-
pravnim matematicˇkim jezikom.
10. Sljedec´a shema prikazuje sve moguc´nosti koje se mogu dogoditi pri igranju ove igre.
U prazne kvadratic´e napisˇite kolika je vjerojatnost za pojedini ishod kako biste dobili
sistematicˇan prikaz svih moguc´nosti i pripadnih vjerojatnosti.
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Primjer rijesˇenog listic´a:
1. Prije pocˇetka igre, podijelite uloge. Jedan ucˇenik neka bude voditelj, dva ucˇenika
neka budu igracˇi te jedan cˇlan skupine neka bude zapisnicˇar rezultata igre.
Igra se igra na nacˇin da voditelj stavi bombon ispod jedne od cˇasˇa tako da igracˇ koji
igra igru ne vidi ispod koje je cˇasˇe bombon. Potom igracˇ predlazˇe cˇasˇu za koju misli
da se u njoj nalazi bombon. Nakon njegova prijedloga, voditelj, od preostale dvije
cˇasˇe okrec´e jednu koja je prazna i pokazuje kako u njoj nije bombon te pita igracˇa
zˇeli li promijeniti misˇljenje i opredijeliti se za trec´u preostalu cˇasˇu ili ostaje pri svo-
jemu misˇljenju.
Mislite li da c´e vjerojatnost za pobjedu biti vec´a ukoliko igracˇ promijeni misˇljenje ili
c´e ona biti manja ili promjena misˇljenja ne utjecˇe na vjerojatnost pobjede?
Otvaranje jedne od cˇasˇa c´e utjecati na misˇljenje igracˇa, no mislim da promjena
misˇljenja ne utjecˇe na vjerojatnost pobjede.
2. Neka igru odigra 1. igracˇ, a zapisnicˇar neka biljezˇi rezultate igre (stavlja ”plus” u
onaj stupac za koji je igracˇ ostvario pobjedu, odnosno ”minus” u onaj stupac za koji
je igracˇ ostvario gubitak)
ostanak pri misˇljenju promjena misˇljenja
1. -
2. -
3. +
4. +
5. +
6. +
7. +
8. -
9. -
10. +
11. +
12. +
13. -
14. +
15. +
16. +
17. +
18. +
19. +
20. +
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3. Neka igru odigra 2. igracˇ, a zapisnicˇar neka biljezˇi rezultate igre (stavlja ”plus” u
onaj stupac za koji je igracˇ ostvario pobjedu, odnosno ”minus” u onaj stupac za koji
je igracˇ ostvario gubitak)
ostanak pri misˇljenju promjena misˇljenja
1. +
2. -
3. -
4. +
5. +
6. -
7. -
8. +
9. -
10. -
11. +
12. -
13. +
14. +
15. +
16. -
17. +
18. +
19. -
20. -
4. Pomoc´u dobivenih rezultata, odredite vjerojatnost za pobjedu ukoliko igracˇ ne mi-
jenja misˇljenje i vjerojatnost za pobjedu ukoliko igracˇ mijenja misˇljenje (uzmite u
obzir rezultate obaju igracˇa):
P({igracˇ je ostvario pobjedu uz uvjet da nije mijenjao misˇljenje}) =
=
broj igri u kojima je pobijedio i nije promijenio misˇljenje
broj igri u kojima nije promijenio misˇljenje =
13
25
= 0.52
P({igracˇ je ostvario pobjedu uz uvjet da je mijenjao misˇljenje}) =
=
broj igri u kojima je pobijedio i mijenjao misˇljenje
broj igri u kojima je mijenjao misˇljenje =
12
15
= 0.8
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5. Usporedite dobivene vjerojatnosti iz cˇetvrtog zadatka s vasˇom pretpostavkom u pr-
vom zadatku.
Vjerojatnost pobjede je izrazito vec´a pod uvjetom da je igracˇ promijenio misˇljenje
nego kada nije promijenio misˇljenje. Dobivene vrijednosti nisu u skladu s nasˇom
pretpostavkom.
6. Rezultati koje ste dobili su eksperimentalne prirode, promotrimo teorijsku pozadinu
ovih vjerojatnosti. Popunite donji redak sheme tako da napisˇete sˇto bi osvojio igracˇ
kada bio odigrao na odredeni nacˇin (popunite rijecˇima ”nisˇta” ili ”bombon”).
7. Sluzˇec´i se prethodnom shemom odredite:
P({igracˇ je ostvario pobjedu uz uvjet da nije mijenjao misˇljenje}) =
=
broj ishoda u kojima je pobijedio i nije promijenio misˇljenje
broj ishoda u kojima nije promijenio misˇljenje =
1
3
P({igracˇ je ostvario pobjedu uz uvjet da je mijenjao misˇljenje}) =
=
broj ishoda u kojima je pobijedio i mijenjao misˇljenje
broj ishoda u kojima je mijenjao misˇljenje =
2
3
Sˇto uocˇavasˇ? Koja je vjerojatnost vec´a? Usporedi ove izracˇunate vjerojatnosti sa
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svojom pretpostavkom iz prvog zadatka.
Vec´a je vjerojatnost pobjede kada igracˇ mijenja misˇljenje. Moja pretpostavka u pr-
vom zadatku je bila kriva.
8. Sluzˇec´i se shemom izracˇunajte:
P({igracˇ je ostvario pobjedu i nije mijenjao misˇljenje})
P({igracˇ nije mijenjao misˇljenje}) =
1
6
1
2
=
1
3
P({igracˇ je ostvario pobjedu i mijenjao je misˇljenje})
P({igracˇ je mijenjao misˇljenje}) =
2
6
1
2
=
2
3
9. Uvedimo sljedec´e oznake:
A = {igracˇ je pobijedio}, B = {igracˇ je promijenio misˇljenje},
Bc = {igracˇ nije promijenio misˇljenje},
(A|B) = {igracˇ je pobijedio uz uvjet da je promijenio misˇljenje},
(A|Bc) = {igracˇ je pobijedio uz uvjet da nije promijenio misˇljenje}.
Usporedite rjesˇenja sedmog i osmog zadatka te donesite zakljucˇke i zapisˇite ih is-
pravnim matematicˇkim jezikom.
P(A|B) = P(A∩B)
P(B) , P(A|Bc) = P(A∩B
c)
P(Bc)
10. Sljedec´a shema prikazuje sve moguc´nosti koje se mogu dogoditi pri igranju ove igre.
U prazne kvadratic´e napisˇite kolika je vjerojatnost za pojedini ishod kako biste dobili
sistematicˇan prikaz svih moguc´nosti i pripadnih vjerojatnosti.
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Kutak za nastavnike:
Pomoc´u ove aktivnosti ucˇenici c´e na konkretnom primjeru te vodeni zadacima uspjeti sa-
mostalno otkriti definiciju uvjetne vjerojatnosti te shvatiti zasˇto takva njezina definicija
ima smisla. Osim toga, radec´i u skupini, ucˇenici c´e moc´i pomoc´i jedan drugome u za-
kljucˇivanju i medusobno provjeriti rjesˇenja koja su dobili. Nastavnik, prolazec´i razredom,
lako mozˇe uocˇiti kako napreduje ucˇenicˇki rad. Zadnji zadatak i graficˇki prikaz, odnosno
vjerojatnosno stablo mozˇe biti motivacija za daljni nastavni tijek u kojemu nastavnik mozˇe
objasniti kako se sluzˇimo vjerojatnosnim stablom. Osim toga, punu svrhu vjerojatnosnog
stabla ucˇenici c´e upoznati nakon sˇto otkriju formulu potpune vjerojatnosti.
Takoder, ova je aktivnost utemeljena na poznatom vjerojatnosnom problemu zvanom Monty
Hall. Nastavnik mozˇe ucˇenicima opisati tu igru u kojoj se od triju vrata biraju jedna ako
znamo da se iza dvaju nalazi koza, a iza jednih automobil. Nakon sˇto natjecatelj odabere
vrata, voditelj mu otvara jedna vrata iza kojih je koza i pita ga zˇeli li promijeniti misˇljenje.
Ucˇenici tako mogu uocˇiti analogiju ove stvarne igre koja je bila prikazivana na televiziji
i eksperimenta koji su proveli. Medu matematicˇarima se razvila rasprava oko toga utjecˇe
li promjena misˇljenja na vjerojatnost pobjede u igri. Teorijski je pokazano da utjecˇe, a
postoje i neke internetske stranice na kojima se ova igra odigrala visˇe od 32 000 000 puta
te se tako eksperimentalno pokazalo da teorijski dokaz vrijedi, sˇto je vidljivo na slici 4.11.
Ukoliko je u razredu prisutna tehnologija, ucˇenici mogu odigrati nekoliko igara na inter-
netskoj stranici www.btwaters.com/probab/monty/montmainD.html i sudjelovati u
ovom eksperimentu.
Slika 4.11: Eksperimentalno rjesˇenje Monty Hall problema
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4.6 Formula potpune vjerojatnosti
Formula potpune vjerojatnosti jedna je od najvazˇnijih, ali i najkorisnijih formula vezanih
uz sadrzˇajno podrucˇje vjerojatnosti. U srednjosˇkolskoj nastavi do navedene formule dolazi
se na slicˇan nacˇin kao i na visokosˇkolskoj razini, posebno ukoliko se radi o prirodoslovno-
matematicˇkim gimnazijama i tehnicˇkim sˇkolama koje dublje ulaze u temu vjerojatnosti.
Svakako, prema novoj kurikularnoj reformi, oni programi koji c´e imati vec´i fond sati ma-
tematike i moc´i c´e sadrzˇajnom podrucˇju vjerojatnosti detaljnije pristupiti, dublje c´e razma-
trati dokaz formule potpune vjerojatnosti i pristupiti joj na ispravan i precizan matematicˇki
nacˇin.
Definicija 4.6.1. Konacˇna ili prebrojiva familija dogadaja (Hi, i ∈ I), I ⊆ N, u vjerojat-
nosnom prostoru Ω,F ,P je potpun sustav dogadaja ako vrijedi:
(i) Hi , ∅, ∀i ∈ I;
(ii) Hi ∩ H j = ∅ za sve i , j, i, j ∈ I;
(iii)
⋃
i∈N Hi = Ω
Odnosno, potpun sustav dogadaja je particija skupa elementarnih dogadaja Ω.
Propozicija 4.6.2. Neka je (H j) j∈N potpun sustav dogadaja. Tada za svaki A ∈ F vrijedi
P(A) =
∞∑
j=1
P(H j)P(A|H j).
Ovu formulu nazivamo formula potpune vjerojatnosti.
Dokaz.
P(A) = P
A ∩
 ∞⋃
j=1
H j

 = P
 ∞⋃
j=1
(
A ∩ H j
)
=
∞∑
j=1
P(A ∩ H j) =
∞∑
j=1
P(H j)P(A|H j)

Ukoliko se u nastavi ne obrazlozˇi strogi matematicˇki dokaz (ako se radi o programima
koji to ne zahtijevaju), ucˇenicima od velike pomoc´i mozˇe biti graficˇki prikaz kao sˇto je
na slici 4.12. Na taj nacˇin mogu usvojiti pojmove potpunog sustava dogadaja, odnosno
vizualno predocˇiti znacˇenje formule potpune vjerojatnosti.
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Slika 4.12: Skupovni prikaz vjerojatnosti dogadaja A
Aktivnost 7. Prstna vrtjelica (fidget spinner)
Cilj: otkriti formulu potpune vjerojatnosti
Nastavni oblik: rad u grupi
Nastavna metoda: heuristicˇka metoda
Potrebni materijal: nastavni listic´ sa zadacima, model kruga i prstna vrtjelica za svaku
skupinu
Tijek aktivnosti:
Ucˇenici su podijeljeni u sˇesterocˇlane skupine. Svaki ucˇenik unutar skupine zavrti prstnu
vrtjelicu dvaput zaredom te prvi rezultat upisuje u drugi stupac, a drugi u trec´i stupac. Vr-
tjelica se nalazi na krugu koji je podijeljen na tri jednaka dijela i obojan trima razlicˇitim
bojama. Jedan krak vrtjelice oznacˇi se strelicom koja sluzˇi kao pokazatelj na odredenu
boju, slika 4.13 prikazuje model. Rjesˇavajuc´i zadatke na nastavnom listic´u i izvodec´i za-
kljucˇke, ucˇenici otkrivaju formulu potpune vjerojatnosti.
Slika 4.13: Model vrtjelice
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Nastavni listic´:
1. Svaki ucˇenik iz skupine neka zavrti prstnu vrtjelicu dva puta zaredom. Boju na koju
je pokazala strelica pri prvoj vrtnji zapisuje u drugi stupac, a boju koju je pokazala u
drugoj vrtnji u trec´i. Svi ucˇenici unutar skupine zapisuju sve rezultate.
ucˇenik 1. vrtnja 2.vrtnja
1. ucˇenik
2. ucˇenik
3. ucˇenik
4. ucˇenik
5. ucˇenik
6. ucˇenik
2. Koristec´i se podacima iz tablice, odredi vjerojatnost da je pri drugoj vrtnji bila zelena
boja (obrati pozornost na krac´i zapis):
P({u drugoj vrtnji je zelena}) = P(2. je Z) =
3. Koristec´i se podacima iz tablice, odredi sljedec´e vjerojatnosti (obrati pozornost na
krac´i zapis):
P({u drugoj vrtnji je zelena}|{u prvoj vrtnji je crvena}) = P(2. je Z|1. je C)
=
P({2. je Z} ∩ {1. je C})
P(1. je C)
=
P(1. je C) =
P(2. je Z|1. je C) · P(1. je C) =
P({u drugoj vrtnji je zelena}|{u prvoj vrtnji je bijela}) = P(2. je Z|1. je B)
=
P({2. je Z} ∩ {1. je B})
P(1. je B)
=
P(1. je B) =
P(2. je Z|1. je B) · P(1. je B) =
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P({u drugoj vrtnji je zelena}|{u prvoj vrtnji je zelena}) = P(2. je Z|1. je Z)
=
P({2. je Z} ∩ {1. je Z})
P(1. je Z)
=
P(1. je Z) =
P(2. je Z|1. je Z) · P(1. je Z) =
4. Koristec´i se prethodnim zadatkom, izracˇunaj:
P(2. je Z|1. je C)·P(1. je C) + P(2. je Z|1. je B)·P(1. je B) + P(2. je Z|1. je Z)·P(1. je Z) =
+ + =
5. Usporedujuc´i rjesˇenja drugog i cˇetvrtog zadatka donesite zakljucˇak i zapisˇite ga pri-
mjerenim matematicˇkim jezikom.
Primjer rijesˇenog listic´a:
1. Svaki ucˇenik iz skupine neka zavrti prstnu vrtjelicu dva puta zaredom. Boju na koju
je pokazala strelica pri prvoj vrtnji zapisuje u drugi stupac, a boju koju je pokazala u
drugoj vrtnji u trec´i. Svi ucˇenici unutar skupine zapisuju sve rezultate.
ucˇenik 1. vrtnja 2.vrtnja
1. ucˇenik crvena zelena
2. ucˇenik bijela crvena
3. ucˇenik zelena zelena
4. ucˇenik bijela zelena
5. ucˇenik crvena zelena
6. ucˇenik zelena crvena
2. Koristec´i se podacima iz tablice, odredi vjerojatnost da je pri drugoj vrtnji bila zelena
boja (obrati pozornost na krac´i zapis):
P({u drugoj vrtnji je zelena}) = P(2. je Z) = 46 = 23
3. Koristec´i se podacima iz tablice, odredi sljedec´e vjerojatnosti (obrati pozornost na
krac´i zapis):
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P({u drugoj vrtnji je zelena}|{u prvoj vrtnji je crvena}) = P(2. je Z|1.je C)
=
P({2. je Z} ∩ {1. je C})
P(1. je C)
= 1
P(1. je C) = 13
P(2. je Z| je C) · P(1. je C) = 1 · 13 = 13
P({u drugoj vrtnji je zelena}|{u prvoj vrtnji je bijela}) = P(2. je Z|1. je B)
=
P({2. je Z} ∩ {1. je B})
P(1. je B)
= 12
P(1. je B) = 13
P(2. je Z|1. je B) · P(1. je B) = 12 · 13 = 16
P({u drugoj vrtnji je zelena}|{u prvoj vrtnji je zelena}) = P(2. je Z|1. je Z)
=
P({2. je Z} ∩ {1. je Z})
P(1. je Z)
= 12
P(1. je Z) = 13
P(2. je Z|1. je Z) · P(1. je Z) = 12 · 13 = 16
4. Koristec´i se prethodnim zadatkom, izracˇunaj:
P(2. je Z|1. je C)·P(1. je C) + P(2. je Z|1. je B)·P(1. je B) + P(2. je Z|1. je Z)·P(1. je Z) =
1
3 +
1
6 +
1
6 =
2
3
5. Usporedujuc´i rjesˇenja drugog i cˇetvrtog zadatka donesite zakljucˇak i zapisˇite ga pri-
mjerenim matematicˇkim jezikom.
P(2. je Z) = P(2. je Z|1. je C)·P(1. je C) + P(2. je Z|1. je B)·P(1. je B) + P(2. je Z|1. je Z)·
P(1. je Z)
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Kutak za nastavnike:
Iako je formula potpune vjerojatnosti ucˇenicima i intuitivno jasna, sam njezin zapis nije
im lako shvatljiv, posebno ukoliko potpun sustav dogadaja cˇine tri ili visˇe dogadaja i for-
mula postaje slozˇenija. Medutim, skupovnim prikazom i provodenjem eksperimenta kojim
ucˇenici otkrivaju ovu formulu, mogu je laksˇe upamtiti i bolje shvatiti. Nastavnik nakon
provodenja ove aktivnosti mora s ucˇenicima donijeti opc´eniti zakljucˇak i matematicˇkim
jezikom zapisati formulu s opc´enitim oznakama, odnosno provesti generalizaciju.
4.7 Bayesova formula
Bayesova se formula na jednostavan nacˇin izvodi iz vec´ poznate formule za uvjetnu vjero-
jatnost, stoga njezino dokazivanje ne predstavlja problem u srednjosˇkolskoj nastavi vjero-
jatnosti. Medutim, samo poimanje ove formule ucˇenicima mozˇe konceptualno biti problem
te ju mozˇda nec´e uvijek moc´i na ispravan nacˇin upotrijebiti pri rjesˇavanju zadataka. Naime,
Bayesova formula povezuje vjerojatnost pretpostavke pod uvjetom da se dogodio odredeni
dogadaj i zato je taj vremenski nesrazmjer ucˇenicima tesˇko pojmiti. Mi smo naviknuti
racˇunati vjerojatnosti dogadaja onim redom kojim su se odvijali. No, zapravo Bayesova
formula ima mnogo primjena u svakodnevici pri racˇunanju nekih demografskih podataka,
dijagnosticiranju u medicini, ali i u analizi izbora biracˇa.
Teorem 4.7.1. Neka je (H j) j∈N potpun sustav dogadaja na vjerojatnosnom prostoru (Ω,F ,P).
Tada za svaki A ∈ F takav da je P(A) > 0 vrijedi:
P(H j|A) = P(H j)P(A|H j)∑∞
i=1 P(Hi)P(A|H j)
.
Dokaz. Korisˇtenjem defincije uvjetne vjerojatnosti te formule potpune vjerojatnosti dobi-
vamo:
P(H j|A) = P(H j ∩ A)
P(A)
=
P(H j)P(A|H j)
P(A)
=
P(H j)P(A|H j)∑∞
i=1 P(Hi)P(A|Hi)

Aktivnost 8. Vrtjelica i novcˇic´i
Cilj: otkriti Bayesovu formulu
Nastavni oblik: rad u paru
Nastavna metoda: metoda analize i sinteze
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Potrebni materijal: nastavni listic´
Tijek aktivnosti:
Ucˇenici u paru rjesˇavaju nastavni listic´ na nacˇin da svatko rijesˇi prvi zadatak te potom
zamijene listic´e te rjesˇavaju drugi zadatak i ponovno zamijene listic´e te ponavljaju pos-
tupak sve dok ne rijesˇe sve zadatke. Na ovaj nacˇin ucˇenici jedan drugome odmah pro-
vjeravaju rjesˇenja jer inacˇe ne mogu rijesˇiti sljedec´i zadatak. Rjesˇavajuc´i zadatke ucˇenici
otkrivaju Bayesovu formulu kojoj naziv i opc´enitost daju tek u razgovoru s nastavnikom
nakon rjesˇavanja listic´a.
Nastavni listic´:
Mariji i Ivanu je bilo dosadno, pa je Ivan Mariji smislio igru s vrtjelicom i novcˇic´ima. Igra
se igra na sljedec´i nacˇin:
Onaj koji igra, prvo zavrti vrtjelicu nad krugom koji je podijeljen na tri jednaka dijela i
obojan crvenom, zelenom i bijelom bojom. Ako je vrtjelica pokazala na bijelu ili zelenu
boju, tada se uzima lazˇni novcˇic´ (to je novcˇic´ koji s obje strane ima pismo) i baca se tri puta
zaredom. Ako je vrtjelica pokazala na crvenu boju kruga, onda se uzima ispravni novcˇic´
(koji ima i pismo i glavu) i baca se tri puta zaredom. Marija je igrala igru po Ivanovim
pravilima dok Ivana nije bilo i bacala novcˇic´ tri puta zaredom te je svaki put palo pismo.
Oznacˇimo sa A taj dogadaj. Zatim je upitala Ivana kolika je vjerojatnost da je vrtjelica
pokazala na crvenu boju ako su njoj pala tri pisma. Ivan je zapeo u promisˇljanju i trazˇi
tvoju pomoc´.
1. Podijeli vjerojatnosni prostor na potpun sustav dogadaja (H1, H2, ... , Hn) s obzirom
na to koju je boju pokazala vrtjelica.
H1 = {vrtjelica je pokazala crvenu boju}
2. Vjerojatnosnim stablom prikazˇi moguc´e dogadaje.
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3. Sazˇmi vjerojatnoasno stablo iz prethodnog zadatka pomoc´u donje sheme.
4. Sluzˇec´i se vjerojatnosnim stablom, izracˇunaj P(Hi) i P(A|Hi), i = 1, 2, ..., n.
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5. Sluzˇec´i se formulom potpune vjerojatnosti, izracˇunaj P(A).
6. Koristec´i se definicijom uvjetne vjerojatnosti izrazi P(H1|A).
7. Upotrijebi komutativnost presjeka dvaju skupova i na drugacˇiji nacˇin zapisˇi rjesˇenje
prethodnog zadatka.
8. U brojniku rjesˇenja prethodnog zadatka ponovno upotrijebi definiciju uvjetne vjero-
jatnosti, odnosno vjerojatnosti presjeka.
9. Koristec´i se dobivenom formulom u prethodnom zadatku, odredi kolika je vjerojat-
nost da se vrtjelica zaustavila na crvenoj boji ako znamo da su pala tri pisma kad je
Marija bacala novcˇic´.
Primjer rijesˇenog listic´a:
1. Podijeli vjerojatnosni prostor na potpun sustav dogadaja (H1, H2, ... , Hn) s obzirom
na to koju je boju pokazala vrtjelica.
H1 = {vrtjelica je pokazala crvenu boju}
H1 = {vrtjelica je pokazala bijelu boju}
H1 = {vrtjelica je pokazala zelenu boju}
2. Vjerojatnosnim stablom prikazˇi moguc´e dogadaje.
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3. Sazˇmi vjerojatnoasno stablo iz prethodnog zadatka pomoc´u donje sheme.
4. Sluzˇec´i se vjerojatnosnim stablom, izracˇunaj P(Hi) i P(A|Hi), i = 1, 2, ..., n.
P(H1) =
1
3
, P(H2) =
1
3
, P(H3) =
1
3
, P(A|H1) = 18 , P(A|H2) = 1, P(A|H3) = 1
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5. Sluzˇec´i se formulom potpune vjerojatnosti, izracˇunaj P(A).
P(A) = P(A|H1) · P(H1) + P(A|H2) · P(H2) + P(A|H3) · P(H3)
P(A) =
1
3
· 1 + 1
3
· 1 + 1
3
· 1
8
=
1
3
+
1
3
+
1
24
=
17
24
6. Koristec´i se definicijom uvjetne vjerojatnosti izrazi P(H1|A).
P(H1|A) = P(H1 ∩ A)
P(A)
7. Upotrijebi komutativnost presjeka dvaju skupova i na drugacˇiji nacˇin zapisˇi rjesˇenje
prethodnog zadatka.
P(H1|A) = P(A ∩ H1)
P(A)
8. U brojniku rjesˇenja prethodnog zadatka ponovno upotrijebi definiciju uvjetne vjero-
jatnosti, odnosno vjerojatnosti presjeka.
P(H1|A) = P(H1) · P(A|H1)
P(A)
9. Koristec´i se dobivenom formulom u prethodnom zadatku, odredi kolika je vjerojat-
nost da se vrtjelica zaustavila na crvenoj boji ako znamo da su pala tri pisma kad je
Marija bacala novcˇic´.
P(H1|A) =
1
3 · 18
17
24
=
1
24
17
24
=
1
17
Kutak za nastavnike:
Ucˇenicima je tesˇko pamtiti Bayesovu formulu, stoga je vazˇno omoguc´iti im da ju sami
izvedu pomoc´u vec´ poznatih definicija i formula. Osim toga, vazˇno im je naglasiti da
onda tu istu formulu mogu i sami kasnije izvesti u zadacima koje c´e rjesˇavati. Nadalje,
ovaj koncept odredivanja vjerojatnosti hipoteze uz uvjet da nam je poznat ishod odredenog
pokusa tesˇko je shvatljiv ucˇenicima jer im je prirodno odredivati vjerojatnosti dogadaja
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prema vremenskome slijedu. Medutim, upravo aktivnost u kojoj na konkretnom primjeru
mogu vidjeti ishod kasnijeg dogadaja te pomoc´u njega odrediti vjerojatnost prethodnog
pod uvjetom kasnijeg, omoguc´uje im vizualizaciju i poboljsˇanje poimanja vjerojatnosti iz
ovog kuta gledanja.
Poglavlje 5
Strategije poucˇavanja vjerojatnosti
Nakon proucˇavanja psiholosˇkih komponenata i matematicˇke podloge koja je potrebna za
usvajanje sadrzˇaja vjerojatnosti te osmisˇljavanja aktivnosti kojima ucˇenici otkrivaju nova
znanja, vazˇno je prepoznati koje metode odredenoj skupini ucˇenika najvisˇe odgovaraju i
koji su im nacˇini poucˇavanja najkorisniji. Neke od ucˇinkovitih pristupa i nacˇina poucˇavanja
prikazanih u [2] objasˇnjeni su u nastavku.
5.1 Metode poucˇavanja vjerojatnosti
Izrazito je vazˇno da ucˇenici spoznaju da podrucˇje vjerojatnosti ukljucˇuje dvije razlicˇite
vrste neizvjesnih situacija:
• Situacije koje su oznacˇene pomoc´u vjerojatnosti, kao sˇto je lutrija, ugovaranje osigu-
ranja ili cijene dionica. Postavljaju se pitanja Treba li uplatiti listic´ za lutriju? I koju
kombinaciju uplatiti? Na koju opciju osiguranja automobila pristati? Kako se na
burzi mijenja cijena dionica? Trebamo li kupiti neke dionice ili ne? Koliki je rizik?
• Situacije u kojima mozˇemo bolje postupati ukoliko unesemo vjerojatnosne kon-
cepte. Primjeri ovih situacija su pooopc´avanje rezultata nekog istrazˇivanja provede-
nog na nekoj podskupini na cˇitavu skupinu. Na primjer, ukoliko istrazˇivanje prove-
deno na ucˇenicima jedne sˇkole pokazuje da je tjelesni indeks mase djevojcˇica 23.01,
mozˇemo li pomoc´u toga istrazˇivanja rezultate poopc´iti i na cijelu zˇupaniju te s koli-
kom tocˇnosˇc´u vjerojatnosti to mozˇemo ucˇiniti?
U ovim je situacijama nemoguc´e donijeti konkretan zakljucˇak. Vjerojatnost omoguc´uje
koncepte i modele koji se mogu koristiti za donosˇenje prikladnih odluka u neizvjesnim
situacijama. Dva su kljucˇna koraka u vjerojatnosnom modeliranju: najprije prepoznati sve
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moguc´e ishode, a potom ih odrediti pomoc´u vjerojatnosti. Postoji nekoliko nacˇina kako
odrediti konkretne vjerojatnosne vrijednosti:
• koristec´i pretpostavke o simetricˇnosti temeljnih slucˇajnih eksperimenata (na primjer
bacanje novcˇic´a)
• koristec´i informacije o prosˇlim dogadajima (na primjer relativne frenkvencije vec´
izvedenog slucˇajnog pokusa ili informacije iz skupa podataka koje su dobivene po-
kretanjem nekog slucˇajnog programa)
• odredivanje pomoc´u vec´ poznatih cˇinjenica (na primjer podaci iz razlicˇitih provede-
nih istrazˇivanja u zdravstvenom podrucˇju)
• procjenjivanje na temelju osobnih cˇinjenica (na primjer vjerojatnost osobnih cˇimbenika
koja utjecˇe na moguc´nost nesrec´e pri osiguranju automobila)
Primjec´ujemo da vjerojatnosti mozˇemo pristupiti na razlicˇite nacˇine, stoga je vazˇno i u
srednjosˇkolskom obrazovanju ucˇenicima prikazati neke od moguc´ih pristupa vjerojatnos-
nom misˇljenju. Cˇetiri su temeljna pristupa s kojima moramo upoznati ucˇenike:
• vjerojatnost a priori (omjer broja povoljnih i broja moguc´ih dogadaja)
• teorija relativnih frenkvencija (vjerojatnost kao limes relativne frenkvencije)
• subjektivisticˇka teorija (vjerojatnost kao mjera uvjerenja)
• aksiomi vjerojatnosti
Nadalje, vazˇno je medu svim pristupima ostvariti poveznice i pokazati koliko je vazˇna nji-
hova medusobna interakcija. Ovakav nacˇin poducˇavanja ucˇenicima daje sˇiru vjerojatnosnu
sliku i omoguc´ava bolje razumijevanje.
Vjerojatnost a priory
Iako se stoljec´ima vjerojatnost koristila cˇak i u mnogim slozˇenim situacijama, bilo je po-
trebno mnogo vremena da bi joj se dala formalna definicija. Prvi ju je definirao Laplace u
19. stojec´u koji je rekao da je vjerojatnost dogadaja A omjer broja povoljnih slucˇajeva nA i
svih moguc´ih slucˇajeva nS , odnosno:
P(A) =
nA
nS
.
Posljedicˇno, svi elementarni dogadaji imaju jednaku vjerojatnost koja iznosi 1nS . Kako bi se
osigurala jednaka vjerojatnost svih slucˇajeva, Laplace je uveo princip nedovoljnog razloga
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prema kojem mozˇemo pretpostaviti da su svi ishodi jednako vjerojatni ukoliko nemamo
dovoljno razloga za vjerovanje da c´e se jedan od ishoda vjerojatnije zbiti. Takoder, je-
dan od argumenata jednake vjerojatnosti svakog od elementarnih dogadaja jest i simetrija
vrsˇenja eksperimenta, ali i nepristranost prema bilo kojem ishodu.
Problemi ovakvoga pristupa nalaze se u nedostatku broja primjera u kojima su elemen-
tarni dogadaji jednako vjerojatni. Naime, u mnogim je eksperimentima bilo upitno jesu
li svi elementarni dogadaji jednako vjerojatni, posebno kada se pokus ponavlja nekoliko
puta. Takoder, mnogi eksperimenti koji se odvijaju u fizici nailaze na ovaj problem jednake
vjerojatnosti.
Teorija relativnih frekvencija
Pri ovoj teoriji eksperiment izvodimo nekoliko puta pod istim uvjetima i neovisno o pret-
hodnom izvodenju eksperimenta. Vjerojatnost dogadaja A definiramo kao limes relativnih
frekvencija pojave dogadaja A:
P(A) := lim
n→∞
n(A)
n
,
gdje n(A) predstavlja koliko puta se dogadaj A pojavio u prvih n ponavljanja pokusa. Ovo je
bio jedan od pokusˇaja postavljanja aksiomatskih temelja vjerojatnosti koji je uporisˇte trazˇio
na konvergenciji relativnih frekvencija. No, pokazao se nedoslijednim i previsˇe slozˇenim.
I u ovome pristupu postoje mnogi nedostaci. Na koji nacˇin mozˇemo provjeriti da ovaj niz
konvergira? Na koji nacˇin bismo odredili vrijednost vjerojatnosti za konacˇan broj ponav-
ljanja pokusa? Na koji nacˇin mozˇemo provjeriti pretpostavku neovisnosti?
Valja naglasiti da su mnogi pogledi na teoriju relativnih frekvencija cˇesto iskrivljeni i mogu
dovesti do zabluda. Naime, ljudi se cˇesto usmjere na same obrasce ishoda, a ne na defi-
niciju vjerojatnosti, pa donose krive zakljucˇke. Prethodni ishodi ne utjecˇu na one buduc´e
i stoga se na temelju njih ne mogu odredivati predvidanja. Medutim, teorija relativnih
frekvencija izrazito je korisna u stvarnom svijetu, na primjer za izracˇun mortaliteta koji se
temelji na demografskim podacima.
Subjektivisticˇka teorija
Na temelju ovoga pristupa svaka se vjerojatnosna izjava temelji na osobnoj prosudbi koja
je uvjetovana trenutnim predznanjem. Pripadnici Bayesova ucˇenja, kao sˇto je Bruno de
Finetti (1906. − 1985.) ne prepoznaju nikakva racionalna ogranicˇenja za subjektivisticˇku
teoriju vjerojatnosti. Stoga, de Finetti uspostavlja aksiomatski pristup vjerojatnosti koji se
POGLAVLJE 5. STRATEGIJE POUCˇAVANJA VJEROJATNOSTI 65
temelji na osovnim preferencijama. Moguc´e je izvesti i prikaz osobnih preferencija u vje-
rojatnosnoj formi pomoc´u Bayesova pravila, aksioma osobnih preferencija i zahtjeva da se
ne pristaje na okladu koja daje gubitak bez obzira sˇto se dogodilo.
Ovakav pristup vjerojatnosti vrlo je koristan pri donosˇenju jednokratnih odluka, odnosno
pri procjenjivanju vjerojatnosti kod dogadaja koji se odvijaju jedanput. Takoder, osobna
prosudba treba slijediti racionalne kriterije, ali i biti otvorena subjektivisticˇkom pogledu (na
primjer, zbroj vjerojatnosti dvaju iskljucˇivih dogadaja nikada nije vec´i od jedan). Medutim,
ovaj je prikaz vjerojatnosti cˇesto kritiziran jer se vjerojatnost temelji na proizvoljnoj pro-
sudbi. Osim toga, bayesijanska sˇkola, koja nasljeduje ovakvo videnje vjerojatnosti, napre-
duje i raste te tvrdi da usprkos nekim problemima, ne postoje razlozi da iz razmatranja
iskljucˇimo osobno poimanje vjerojatnosti.
Aksiomi vjerojatnosti
Kao sˇto je i u povijesnom pregledu naglasˇeno, tek je 1933. godine askiomatizirana vjero-
jatnost. Taj iskorak ucˇinio je Kolmogorov, a matematicˇka javnost velikodusˇno je primila
njegove ideje. Naime, on vjerojatnost definira kao funkciju koja djeluje na algebri dogadaja
i daje realne vrijednosti na intervalu [0, 1] te zadovoljava aksiome nenegativnosti, normali-
ziranosti i aditivnosti za disjunktne dogadaje. Ovi aksiomi uzrokuju temeljna matematicˇka
pravila koja sluzˇe pri upotrebi vjerojatnosti, dok se konkretne vjerojatnosne vrijednosti
odreduju pomoc´u dodatnih pretpostavki (te pretpostavke mogu se temeljiti na nekoj od
triju vec´ objasˇnjenih pogleda na vjerojatnost).
Iako aksiomatsko proucˇavanje vjerojatnosti nije dubinski ukljucˇeno u srednjosˇkolsku nas-
tavu, nuzˇno je da nastavnici primjene temeljne aksiomatske ideje i naglase ih ucˇenicima.
Takoder, jako je vazˇno da nastavnici razumiju spomenute slicˇnosti i razlike medu svakim
od prikazanih pogleda na vjerojatnost. Osim toga, nastavnici bi trebali proucˇiti i neslaganja
koja josˇ uvijek postoje u ovom podrucˇju te svoja saznanja upotrijebiti za nastavu.
Usporedba razlicˇitih pristupa vjerojatnosti
Mnogi istrazˇivacˇi poucˇavanja vjerojatnosti naglasˇuju negativne utjecaje poucˇavanja vjero-
jatnosti pomoc´u samo jednog pristupa. Laplaceovoj teoriji nedostaje moguc´nost za sˇiru
primjenjivost, pristup koji se temelji na jednakoj vjerojatnosti elementarnih dogadaja ne
mozˇe se prosˇiriti na eksperimente koji se ponavljaju beskonacˇno mnogo puta, teorija rela-
tivnih frekvencija ne mozˇe provjeriti pretpostavku neovisnosti. Nadalje, neki dogadaji su
jednokratni i neponovljivi te nam je potrebna subjektivisticˇka teorija za odredivanje njihove
vjerojatnosti. Iako aksiomatski pristup nastoji biti nepristran prema razlicˇitim interpretaci-
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jama vjerojatnosti, zapravo je usmjeren na teoriju relativnih frekvencija.
Jedna od temeljnih razlika izmedu subjektivisticˇke teorije vjerojatnosti i teorije koja se
temelji na relativnim frekvencijama jest sam smjesˇtaj vjerojatnosti. Naime, kod subjekti-
visticˇke teorije kljucˇno je svojstvo odredene osobe (njezina osobna prosudba), a kod teorije
relativnih frekvencija kljucˇna se znacˇajka nalazi u stvarnosti (na primjer, neka fizikalna
velicˇina cˇije svojstvo mjerimo). Osim toga, prvi od ovih dvaju pristupa je subjektivan, a
drugi je objektivan. Nadalje, uvjetna vjerojatnost dobiva svoj potpuni smisao ukoliko se u
obzir uzmu i subjektivisticˇki i objektivisticˇki pristup jer bi se zanemarivanjem jednoga od
njih poljulala cˇitava teorija vjerojatnosti. Ove cˇinjenice valja uzeti u obzir pri poucˇavanju
vjerojatnosti - vazˇna je raznovrsnost pristupa.
5.2 Vjerojatnosno stablo i tablice slucˇajeva
Ponekada je ucˇenicima tesˇko predocˇiti o kojim je sve slucˇajevima rijecˇ kada proucˇavaju
neki zadatak ili problem. Dodatnu zbunjenost mozˇe im stvoriti i uvjetna vjerojatnost kao
i previsˇe teksta u zadacima, posebice ako je tekst pomalo nejasan. Kako bismo izbjegli te
probleme, trebamo nastojati podatke sistematicˇno zabiljezˇiti. Poznato je da vec´ina osoba
vizualno vrlo dobro percipira stvarnost i na taj nacˇin lako u memoriji biljezˇi potrebne in-
formacije. Iz toga razloga, ucˇenicima, pri rjesˇavanju vjerojatnosnih zadataka, od velike
pomoc´i mogu biti strukturirani prikazi poznatih informacija i slucˇajeva koji su moguc´i u
zadanom problemu. Najpoznatiji su vjerojatnosna stabla i tablice slucˇajeva koji olaksˇavaju
rjesˇavanje zadatka i pomazˇu pri razumijevanju problema.
Vjerojatnosna stabla
Jedan od najcˇesˇc´ih, ali i najjednostavnijih prikaza vjerojatnosnih podataka i ishoda vezanih
uz neki slucˇajni pokus je vjerojatnosno stablo. Ucˇenicima je prihvatljivo da se dugacˇki tekst
zadatka preoblikuje u svega nekoliko ”slova, brojeva i crta”, a opet daje potpunu sliku svih
moguc´ih ishoda i pripadnih im vjerojatnosti. Na vjerojatnosnom se stablu uz pojedini
dogadaj upisuje i njegova pripadna uvjetna vjerojatnost koja nam onda kasnije pomazˇe pri
racˇunu. Za vjerojatnosno stablo postoje samo dva jednostavna pravila:
• Vjerojatnost pojedinog dogadaja dobivamo tako da mnozˇimo uvjetne vjerojatnosti
koje se pojavljuju na putu od pocˇetka stabla do tog dogadaja.
• Ukoliko pojedinom dogadaju pripada visˇe putova (grana) na vjerojatnosnom stablu,
vjerojatnost toga dogadaja dobit c´emo tako da zbrojimo potrebne pripadne vjerojat-
nosti.
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Ova se pravila, a i zamisao vjerojatnosnog stabla lako uocˇavaju na jednostavnom primjeru.
Primjer:
U posudi imamo dvije bijele i dvije crne kuglice. Dva puta zaredom izvlacˇimo kuglice iz
posude, tako da ih ne vrac´amo ponovno unutra. Promotrite sljedec´a pitanja:
1. Kolika je vjerojatnost da je prva izvucˇena kuglica crna, a druga bijela?
2. Kolika je vjerojatnost da je druga izvucˇena kuglica crna?
3. Kolika je vjerojatnost da je druga izvucˇena kuglica bijela ako znamo da je prva
izvucˇena kuglica bijela?
4. Kolika je vjerojatnost da je prva izvucˇena kuglica bijela ako znamo da je druga
izvucˇena kuglica bijela? Usporedi rjesˇenje ovog zadatka i prethodnog.
Rjesˇenje primjera:
Ovaj primjer vrlo jednostavno mozˇemo rijesˇiti sluzˇec´i se prikazom podataka pomoc´u vje-
rojatnosnog stabla prikazanog na slici 5.1 koja zorno predocˇava moguc´e slucˇaje nakon
prvog, odnosno drugog izvlacˇenja.
Slika 5.1: Vjerojatnosno stablo koje prikazuje moguc´e ishode i pripadne vjerojatnosti
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1. Primjenjujuc´i gore navedeno prvo pravilo za vjerojatnosno stablo, lako mozˇemo
izracˇunati:
P({prva je crna, druga je bijela}) = 12 · 23 = 13 .
2. Primjenjujuc´i gore navedeno drugo pravilo za vjerojatnosno stablo, lako mozˇemo
izracˇunati:
P({druga je crna}) = 12 · 13 + 12 · 23 = 16 + 13 = 12
3. Primjenjujuc´i formulu za uvjetnu vjerojatnost te ocˇitavajuc´i potrebne vjerojatnosti s
vjerojatnosnog stabla, racˇunamo:
P({druga je bijela}|{prva je bijela}) = P({prva je bijela i druga je bijela}
P({prva je bijela}) =
1
2 · 13
1
2
=
1
3
4. Promatranjem vjerojatnosnog stabla, lako uocˇavamo da trazˇena vjerojatnost iznosi
1
3 . No, to mozˇemo pokazati i racˇunom:
P({prva je bijela}|{druga je bijela}) = P({prva je bijela i druga je bijela}
P({druga je bijela}) =
=
1
2 · 13
1
2 · 23 + 12 · 13
=
1
3
Ova vjerojatnost jednaka je prethodnoj, no opc´enito znamo da ne mora vrijediti da
je P(A|B) = P(B|A). Osim toga, ovaj zadnji zadatak vec´ina ljudi pogresˇno procje-
njuje. Naime, mnogi misle da trazˇena vjerojatnost iznosi 12 jer smatraju da se prvo
izvlacˇenje vrsˇi izmedu dviju bijelih i dviju crnih kuglica, a zanemaruju cˇinjenicu da
je vjerojatnost trazˇimo pod uvjetom da je druga izvucˇena kuglica bijela. Stoga, pri-
mjec´ujemo da vrijeme ima veliku ulogu u procjeni vjerojatnosti i da je ljudima tesˇko
pojmiti uvjetnu vjerojatnost.
Tablice slucˇajeva
Osim sˇto se za prikazivanje podataka pri rjesˇavanju zadataka mozˇemo sluzˇiti vjerojatnos-
nim stablom, od velike nam pomoc´i mogu biti i tablice slucˇajeva. Naime, podatke mozˇemo
sistematicˇno svrstati u tablicu ovisno o karakteristikama koje promatramo, a pomoc´u te ta-
blice na vrlo jednostavan nacˇin mozˇemo racˇunati potrebne vjrojatnosti. Tablice slucˇajeva
posebno nam mogu biti korisne pri racˇunanju uvjetnih vjerojatnosti.
Primjer:
U medicini se cˇesto vrsˇe ispitivanja kojima se utvrduje koliko je neko testiranje ucˇinkovito,
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odnosno pouzdano. Tako je jednim istrazˇivanjem ispitivan odnos mamografije i bolesti raka
dojke. Od 10 osoba koje boluju od raka dojke, njih 9 imalo je pozitivan test na mamografiji,
a od 990 osoba koje ne boluju od raka dojke, njih 99 je imalo pozitivan test na mamografiji.
Odgovorite na sljedec´a pitanja:
1. Kolika je vjerojatnost da za slucˇajno odabranu osobu vrijedi da je imala pozitivan
test na mamografiji?
2. Kolika je vjerojatnost da slucˇajno odabrana osoba ima pozitivan test na mamografiji
te takoder ima rak dojke?
3. Kolika je vjerojatnost da smo slucˇajnim odabirom medu osobama koje boluju od
raka dojke odabrali osobu koja ima pozitivan test na mamografiji? Usporedite tu
vjerojatnost s vjerojatnosˇc´u da smo medu osobama koje ne boluju od raka dojke
odabrali osobu koja ima pozitivan test na mamografiji.
4. Kolika je vjerojatnost da smo slucˇajnim odabirom medu osobama koje imaju pozi-
tivan test na mamografiji odabrali osobu koja boluje od raka dojke? Usporedite tu
vjerojatnost s vjerojatnosˇc´u da smo slucˇajnim odabirom medu osobama koje boluju
od raka dojke odabrali osobu koja ima pozitivan test na mamografiji.
Rjesˇenje primjera:
Bolovanje od raka dojke oznacˇeno je sa A, a oslobodenost bolovanja od raka dojke sa Ac,
pozitivan test na mamografiji oznacˇen je sa B (test mamografije pokazuje bolovanje od raka
dojke), negativan test na mamografiji sa Bc (test mamografije pokazuje da osoba ne boluje
od raka dojke). Podaci su prikazani u donjoj tablici.
Status bolesti
Rezultat mamografije A (bolestan) Ac(zdrav) Ukupno
B (pozitivan test) 9 99 108
Bc (negativan test) 1 891 892
Ukupno 10 990 1 000
1. Pomoc´u tablice vrlo jednostavno mozˇemo odrediti trazˇenu vjerojatnost ocˇitavajuc´i
ukupan broj osoba s pozitivnim testom mamografije i ukupan broj ispitanika:
P(B) =
108
1 000
= 0.108
2. U tablici na presjeku retka i stupca koji odgovaraju osobama s pozitivnim testom i
rakom dojke ocˇitamo broj osoba, a ukupan broj osoba nam je takoder poznat pa lako
izracˇunamo:
P(B ∩ A) = 9
1 000
= 0.009
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3. Ukupan broj osoba oboljelih od raka dojke je 10 i njega ocˇitamo iz pripadnog stupca,
a osobe medu njima koje imaju pozitivan test ocˇitamo u pripadnom retku danog
stupca i on iznosi 9, pa izracˇunamo:
P(B|A) = 9
10
= 0.9
Slicˇan postupak provedemo i za drugi dio zadatka, samo vrijednosti ocˇitavamo iz
stupca Ac, odnosno zdravih osoba:
P(B|Ac) = 99
990
= 0.1
Uocˇavamo da je vjerojatnost da osoba koja je bolesna ima pozitivan test na mamo-
grafiji devet puta vec´a od vjerojatnosti da zdrava osoba ima pozitivan test na mamo-
grafiji.
4. Iz tablice ocˇitavamo da pozitivan test ima 108 osoba, a da medu njima je bolesnih 9
i racˇunamo vjerojatnost:
P(A|B) = 9
108
≈ 0.083
Usporedujuc´i ovu vjerojatnost s vjerojatnosˇc´u dogadaja B|A, uocˇavamo da se one
drasticˇno razlikuju. Na ovaj nacˇin mozˇemo uocˇiti da ukoliko je P(B|A) izrazito vi-
soka, to ne mora znacˇiti i da je P(A|B) izrazito visoka.
Tablice slucˇajeva ucˇenicima omoguc´avaju da problem sagledaju iz razlicˇitih kutova te
da uocˇe povezanosti ili nepovezanosti uvjetnih vjerojatnosti. Takoder, pomoc´u tablica
slucˇajeva ucˇenici mogu pojednostaviti prikaz podataka potrebnih za rjesˇavanje zadatka i
lako racˇunati potrebne vjerojatnosti.
5.3 Uloga tehnologije u nastavi vjerojatnosti
U danasˇnje vrijeme tehnologija ucˇenicima mnogo znacˇi. Okruzˇeni su racˇunalima, aplika-
cijama, programima i vec´inu informacija primaju, ali i odasˇilju tim putem. Naravno, i nas-
tava je zanimljivija ukoliko je obogac´ena tehnologijom te daje matematici novu dimenziju.
Moderna tehnologija omoguc´ava konkretniji pogled na apstraktne matematicˇke ideje, ali i
medusobne odnose pretpostavki i zakljucˇaka. Naravno, tehnolosˇki alati mogu biti od ve-
like pomoc´i pri prikazivanju velikog broja podataka, stoga omoguc´uju da ucˇenici odredene
eksperimente provode na satu i brzo i efikasno ih prikazuju u tablicama ili pomoc´u grafova.
Rad na stvarnim i konkretnim podacima ucˇenicima mozˇe pomoc´i pri razbijanju miskoncep-
cija koje su stvorene. Takoder, pomoc´u tehnologije stvaramo i veliku poveznicu izmedu
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vjerojatnosti, prikazivanja i analize podataka te statistike.
Uz pomoc´ tehnologije nastavu mozˇemo ubrzati i laksˇe provoditi eksperimente, a potom
i s lakoc´om analizirati rezultate eksperimenta. Tako, na primjer, ukoliko rezultate pokusa
bacanja novcˇic´a koji smo proveli u Aktivnosti 2. u drugom poglavlju odmah upisujemo u
Excel tablicu, lako mozˇemo pratiti rezultate i prikazati ih i graficˇki. Vizualni prikazi nam
mogu pomoc´i u donosˇenju zakljucˇaka kao sˇto je prikazano na slici 5.2. Na temelju toga
prikaza ucˇenici mogu vidjeti da je razlika u visinama plavih stupaca (koji prikazuju gru-
pacije po pet bacanja) vec´a nego izmedu visina crvenih stupaca (koji prikazuju grupacije
po deset bacanja). Osim toga, mogu uocˇiti i koliko se te vrijednosti razlikuju od 0.5 sˇto je
teorijski pretpostavljena vjerojatnost. Nadalje, uvidaju da su sivi i narancˇasti stupac (koji
prikazuju grupacije po dvadest i po sto bacanja) priblizˇno iste visine i da su bliski broju
0.5. Tako intuitivno zakljucˇuju da se povec´anjem broja ponavljanja pokusa, priblizˇavamo
trazˇenoj vjerojatnosti.
Slika 5.2: Prikaz podataka iz Aktivnosti 2.
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Takoder, u Aktivnosti 5. pri izvodenju Buffonova pokusa, tehnologija mozˇe uvelike
olaksˇati obradu podataka. Naime, za ovaj je pokus potrebno sudjelovanje barem cˇetiri raz-
reda te je potrebno provesti visˇe od petsto bacanja sˇto bi pri analizi podataka zahtijevalo
mnogo vremena. Medutim, ukoliko bi nastavnik dokument s potrebnom tablicom za unos
podataka mrezˇno podijelio s ucˇenicima i oni bi odmah mogli unositi rezultate svojih baca-
nja, tada bi se racˇun proveo vrlo brzo pomoc´u jednostavnih funkcija koje alat posjeduje.
Jednostavna tablica prikazana je na slici 5.3. Dapacˇe, ucˇenici bi cˇak istovremeno mogli u
visˇe razreda provesti pokus te na kraju sata koristiti podatke preostalih razreda i doc´i do
zakljucˇka.
Slika 5.3: Tablica za unos podataka iz Aktivnosti 5.
Dakle, tehnologija uvelike mozˇe pojednostavniti analizu podataka pri provodenju eks-
perimenata i obradi dobivenih rezultata. Osim sˇto olaksˇava proces obrade podataka, tehno-
logija samim time i ubrzava obradu, a na taj nacˇin omoguc´ava i brzˇu provedbu aktivnosti
te brzˇe dolazˇenje do zakljucˇaka. Nadalje, valja imati na umu da s tehnologijom treba biti
oprezan i ne pretjerivati u njezinoj upotrebi jer je vazˇno i da ucˇenici neke zakljucˇke donose
sami, a ne samo uz pomoc´ odredenih programa. No, svakako treba koristiti sve one alate
koji omoguc´uju kvalitetniju nastavu.
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Sazˇetak
U nastavi matematike, s posebnim naglaskom na vjerojatnosnom podrucˇju, vazˇno je svim
ucˇenicima omoguc´iti da do mnogobrojnih zakljucˇaka dodu samostalno uz pomoc´ vlasti-
tih predznanja. Nadalje, ucˇenike treba, sˇto je visˇe moguc´e, ukljucˇivati u proces ucˇenja i
omoguc´iti im da matematicˇku teoriju povezˇu s primjerima iz stvarnoga zˇivota. U ovome
diplomskome radu prikazan je povijesni kontekst razvoja vjerojatnosti, kao i psiholosˇke za-
preke i miskoncepcije koje utjecˇu na ucˇenicˇko shvac´anje vjerojatnosnih pojmova i konce-
pata kako bi poucˇavanju vjerojatnosti pristupili na ispravan nacˇin. Prolazec´i razlicˇitim vje-
rojatnosnim temama, dana je stroga matematicˇka podloga koja je usporedena s metodicˇkim
pristupom u srednjosˇkolskoj nastavi vjerojatnosti, potkrepljena aktivnostima u kojima se
ucˇenici koriste metodom istrazˇivanja kako bi usvojili nove nastavne sadrzˇaje. Takoder, na-
glasˇava se vazˇnost stvaranja poveznica izmedu matematicˇkih i intuitivnih koncepata. Na-
dalje, prikazani su i razlicˇiti pristupi vjerojatnosnom sadrzˇaju, kao i nacˇini laksˇeg prikaza
podataka te znakovita uloga tehnologije. Naravno, u svemu treba biti umjeren i pronac´i
pravu mjeru, a to se najbolje mozˇe oslusˇkivanjem potreba samih ucˇenika.
Summary
In teaching of mathematics, with a special emphasis on the area of probability, it is im-
portant for all students to be able to come up with numerous conclusions independently,
with the help of their own preknowledge. Furthermore, students should, as much as po-
ssible, be involved in the learning process which enables them to combine mathematical
theory with examples from the real life. This paper presents the historical context of pro-
bability development, as well as psychological barriers and misunderstandings affecting
students’ understanding of probability notions and concepts in order to approach the lear-
ning of probability in the right way. Passing through a variety of topics in probability, a
rigorous mathematical background is compared to the methodical approach in the secon-
dary school and supported by activities in which students use inquiry methods to adopt
new teaching content. Moreover, the importance of creating links between mathematical
and intuitive concepts is also emphasized. Different approaches to the probability contents
are presented, as well as the ways in which the data is being read with the significant role
of technology. Of course, every approach must be moderate and a teacher needs to find the
right measure. This can best be done by the observing the needs of students themselves.
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